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A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
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SOLUTJ»»  m  LA  «URSTIdV  497 


Pu  H.  A.  DE  JOLIVETTE, 

ËJeyedaSpéeialet  ( intlitaUondeM.de  Lauille). 


Soient  P  on  point  d'ane  conique-,  C  le  centre  de  cour- 
bure en  P,  O  le  centre  de  la  conique;  par  C  on  mène 
une  parallèle  à  la  tangente  en  P.  Soit  D  le  point  où  cette 
parallèle  est  rencontrée  par  le  diamètre  OPj  on  a  CD 
^al  au  tiers  du  rayon  de  cpnrbure  de  la  développée 
en  C>  (Abel  Trausou.) 


SapposOQS  la  conique  rapportée  à  deux  axes  de  coor- 
données rectangulaires;  prenons  pour  axe  des  Y  la  nor- 
male en  P  et  pour  axe  des  X  la  tangente  au  même  point  : 


bCoogk' 


(6) 
l'équation  ilo  la  coiuLc  si-ra  d(;  la  foi inc 

or' -h  l/x;,-  -t-  .r'  +  ,/j-=;o; 

l'équation  de  la  normale  en  un  point  M  (x\  y')  voisin  du 
point  P  sera 


Le  vajon  de  courbure  R  de  la  conique  en  P  est  la  limite 
de  l'ordonnée  à  l'origine  de  celle  normale  quand  r'  ten- 


by 
%oy 


Car  lim  —  étant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 

en  P  est  égale  à  zéro. 

La  développée  sera  tangente  à  l'uxe  des  Y  en  C  et  à  la 
normale  MC,  en  K  ;  menons  HK  perpendiculaire  à  IVlCi 
et  prolongeons  jusqu'à  la  rencontre  en  T  avec  C  parallèlt.' 
à  l'axe  (les  X. 

Lorsque  le  point  M  se  rapprochera  indéfiniment  de  P, 
la  longueur  CT  aura  pour  limite  le  rayon  ^  de  courbure 
de  la  développée  en  C. 

Le^  ti'iangles  semblables  TCH,  C,  PL  donnent 

CT        CH 
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(7) 
et 

Od obtiendra  la  valeurdepqoandoDCOnnaitra  [lim^W 

dont  nous  allons  nous  occuper. 
Observons  d'abord  que 


ce  qui  est  facile. i  vérîBer  en  tirant  la  valeur  de  PL  de- 
l'équation  de  la  normale  en  M  ;  puis  encore  que 

™aCC.       '■ 

En  effet- le  rapport  de  ^r-^  lendver*  l'unité;  car,  si  l'on 
joignait  le  point  C  au  milieu  I  de  la  corde  CK,  cette 
droite  serait  le  diamètre  conjugué  de  la  corde  CK  dans 
une  parabole  tangente  anx  droites  CY,  CM  aux  points 
C  et  K;  donc  l'angle  Ct  IC  ne  peut  devenir  nul  en  gé- 
néral, et  les  rapports  ~  >  -~  de  chactiue  des  tangentes 
CC| ,  C,  K  à  la  moitié  de  la  corde  CK  tend  vers  l'unité, 
d'où  résulte 

ce, 
,.    Cl      ,.   ce, 

I  =  hm  — ^    lira  -rr-rr 

CK.         e,E 


..      eu         ce,         ,.      CH     CK. 

'";'ïcc;=ïcc;+""'cK-ïcc:= 

De  là  on  déduit  encore 
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ce,  =R  —  C,P= 

4(»-i)yj-'-i-.iy-»tr''^My 


2a/-j-i^-t-rf 


Pour  avoir  la  limite,  il  faut  diviser  let  deux  termà  par 
x",  et  il  vient 


lim-;;  se  déduit  facilement  de  l'équation  de  la  courbe. 

On  l'obtient  en  divisant  ses  deux  membres  par  x"  ei 
passant  à  la  limite 

1  + (/.lini^:=o, 


3bd 

Cherchons  actuellement  la  partie  CD  de  Cl'  intercep- 
tée entre  le  diamètre  PDO  etH'aie  des  Y;  l'équation  de 
ce  diamètie  qui  coupe  en  parties  égales  les  cordes  paral- 
lèles à  l'axe  des  X  est 

CD  est  la  valeur  absolue  de  l'abscisse  corrre»poi)dante  à 

_t'  = !  ou  —  -7-  qui  est  le  tiers  de  (  —  --;-  =  p  h  ce 

qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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SOUiTriN  H  LA  QllSSTieN  : 

Tmtir  la  liwte  len  U^ulls  teid  It  ripftrl  tli  liile  m  pleii  im  ut  [mIc 

Je  btileb,  bnqiï  le  mbre  des  bnlets  uginte  iidéGiiml  ; 

pAm  M.  FLEURY, 
Chef  d'iusUlution  k  Sùnt-ËUcDna. 


Un  boiUet  repose  sur  trois  autres  dans  la  pile  (riangu- 
laire  et  sur  quatre  dans  la  pile  (juadrangulaire,  ce  qui 
pourrait  faire  croire  que  le  rapport  cherché  ne  sera  pas 
lemèniedans  les  deux  cas;  mais  on  peut  .remarquer  que, 
dans  l'un  comme  dans  l'autre  cas,  chaque  boulet  de  l'inté- 
rieur de  la  pile  est  «n  contact  avec  douze  autres,  et  que 
les  centres  de  ces  douze  boulets  sont  les  sommels  d'un 
polyèdre  qui  a  pour  faces  six  carrés  et  huit  triangles  équi- 
latéraux.  Le  rapport  du  vide  au  plein  dans  un  de  ces 
poljèdres  ne  donne  pas  le  résultat  cherché,  parce  qu'on 
ne  peut  les  juxtaposer  sans  laisser  d'intervalles  vides  en- 
tre eux,  tandis  qu'oïl  le  peut  très-bicit  pour  les  cubes 
formés  en  prolongeant  jusqu'à  leur  rencontre  les  six 
faces  carrées  de  chaque  polyèdre.  Je  vais  dont  déterminer 
le  rapport  du  vide  au  plein  dans  chacun  do  ces  cubes. 

En  prenant  pour  unité  le  diamètre  d'un  boulet,  l'arête 
du  cube  sera  ^a  et  son  volume  3  v'^- 

Le  pleio  de  ce  cube  se  compose  d'abord  du  boulet  îih 
tcrieur  et  ensuite  du  quart  de  chacun  des  douze  boulets 
en  contact  avec  lui  ;  car  deiix  faces  du  cube  passent  par 
le  c:entre  de  chacun  de  ces  douze  boulets  :  la  première  en 
retranche  la  moitié,  et  la  seconde  la  moitié  de  l'autre 
moitié,  en  sorte  qu'il  ne  reste  dans  le  cube  que  le  quart 
des  douze  boulets.  On  a  donc  trois  houlcis  à  aioulcr  au 
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boutct  inlt-ricur  (jour  obtenir  le  volume  du  plein,  qui  se 
trouvera  ainsi  rcprésenic  par  -^  ■  Le  rapport  do  cube  à 

I                   3  va             .-.       -i             i-^v'* 
ce  volume  sera ,  et  celui  du  vide  au  plein 1 , 

ce  qui  fait  un  peu  plus  de  ^■ 

Ce  rapport  sera  U  limite  cherchée;  car  il  ne  pourrait 
être  modifié  que  par  la  partie  superËcielle  de  la  pile , 
qui  est  infiniment  petite  par  rapport  au  volume  total  des 
cubes,  quand  le  nombre  des  boulets  devient  infini. 

La  pyramide  triangulaire  ou  quadran  gui  aire  formée  en 
joignant  le  centre  d'un  boulet  qui  repose  sur  .trois  ou 
quatre  autres  avec  les  centres  de  ceux-ci ,  est  régulière  et 
a  toutes  ses  arêtes  égales  au  diamètre  d'un  boulet.  Le  vide 
renfermé  dans  chacune  de  ces  pyramides  pourra  se  cal- 
culer en  étant  du  volume  de  la  pyramide  celui  de  la  par- 
tie occupée  par  les  boulets.  On  observera  ensuite  que  le 
nombre  des  vides  de  chacune  de  ces  deux  espèces  est  dou- 
ble du  nombre  de  boulets,  et  cette  considération  conduira 
au  résultat  cherché,  qui  se  déterminera  eiactemeot  sans 
l'emploi  des  tables  trï  go  no  métriques ,  en  remarquant  que 
dans  la  pyramide  régulière  k  base  carrée  et  à  arêtes  éga- 
les, les  plus  grands  angles  dièdres  sont  doubles  des  pe- 
tits et  suppléments  de  ceux  du  tétraèdre  régulier. 

,Le  moyen  peut-être  le  plus  expéditif ,  mais  un  peu  dé- 
tourné ,  d'arriver  an  résultat  cherché ,  consiste  à  calcu- 
ler, dans  l'hypothèse  d'un  nombre  infini  de  boulets,  le 
rapport  du  volume  d'une  pile  au  volume  des  boulets 
qu'elle  contient. 

Je  prends  toujours  pour  unité  le  diamètre  d'un  bou- 
let,  et  je  désijine  par  ;*  i'aiête  d'une  pile  triangulaire; 
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hrc  de  Louleis  qu'elle  roiifermc.  L'hypoihèse  de  n  itifiui 
réduit  cette  dernière  expression  à  ~t  par  l'omission  des 
termes  qui  s'effacent  devant  n". 

Le  volume  des  boulets  étant  alors  -5^1  .le  rapport  de 

celai  de  la  pile  à  ce  dernier  sera >  comme  nous  l'a- 
vons trouvé  plus  haut. 


SOLIITIOIII  1RS  «URSTIONS  4S3,  484,  483 


k  M.  ÉHiLE  FRANÇOISK, 

ÉlèiHdu  lycée  Jo  Cnen. 


Solution  de  ta  question  483. 
D'un  point  B  extérieur  à  une  circonférence  O  on  mène 


deux  langentos  BA  et  BC,  on  projette  C  eu  Dsur  le  rayon 
OA  ,  et  l'on  fait  txcculer  une  révolution  loniplèlc  à  la 
figurtr  autour  de  OA  ,  Inn  des  rayons  des  points  de  con- 
tact j   il  faut  démontrer  i|ur  le  volume  engendré  par  le 
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Imu^^Ie  uûxlîlignt;  CBA  est  équivahint  au  <-ône  engendre 
parlelrîangleBOA. 
On  a  ,  en  efl'el , 


vol    ABCD=^.r(AB'+CD"  +  AB.CD)  AB, 
vol.  ABC  =  ^  ir  ÂD   (3j- ^  AD  ). 

Soit   ABÈ  =  a;  on  a 

AD  =  AB(ina, 
CD  =  raina. 

r  étant  le  rayon  du  cercle. 

Les  expressions  précédentes  devienneut 

vol.  ABD  =  s  R  AB   linc,. 

vo).ABÇD=i~nAB  sina  +  ^n  r'Afisîti'a -H -511  AB  rsin'a 

*ol.ACD=rjrBA   rsin'a— -itAB  sin'a, 
•      vol.ABCD  — vol.  ABD       ■ 
—  ^::ABsinaf  Afi'sin'a  +  (AB  -  rsina)"]" 

::^^«rABMn«[AD'  +  (AB  — CD)?] 

^^JT  Ab' sin'a  =  Vol,  ABD. 
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Soludon  de  la  question  484. 

La  iDèmc  figure  étant  faîte  quo  précédemuieni,  ei  exé- 
cutant la  mime  révolution,  il  faut  prouver  que  te  seg- 
meut  sphériqne  engendré  par  CDA  est  équivalent  au  vo- 
lume engendré  par  le  triangle  CBD. 

En  effet, 

-  vol.  CBD  =  vol.  ABCO  — vol.  A.BD, 
vol.  CAD=  vol.  ABCD  —  vol.  ABC, 
et  conime  '  *  ■ 

vol.  AB.C=.vol.  ABD, 
on  a 

.  vol.  CBD  =  vol.  CAD. 

■     '  C.  Q.  F.  D. 

Solution  de  la  question  485. 
I.e  volume  compris  enlrc  un  cône  droit  ASA'  et  deux 


sphères  O  et  C  qui  le  touchent  intérieurement  et  se  lo 
client  elles-mêmes  extérieurement,  est  la  moitié  du  ^ 
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(  '4  ) 

luuic  i-oiiipris  L-iilre  le  cône  cl  )a  splière  qui  passe  par  les 
deuï  cercles  tl«  contact. 

Le  volumi-  compris  enti-e  le  cùiie  et  la  sphère  qui  passe 
par  les  points  de  contact  a  pour  mesure 

^  ir  Bd'  .  EF. 

Je  mène  GH  tangente  commune  aux  deux   circoiifo- 
rences. 

Je  joins  GF  et  GE;  on  a' 

GK  =  GD="GB, 

el ,  par  conséquent, 

KC  =  KF. 

D'ailleurs  {Qu.^snon  -*83),' 

vol.  BGK.  =  voi.GK.F, 
vol.  GEK=  vol.GKD; 
'  donc 

>ol.l(K.D  =  4"  GÏt'  EF  =  — irBo'  KF. 

3  13 

C'est  la  moitié  du  volume  compris  entre  le  cône  et  la 
sphère  qui  passe  par  les  cercles  de  contact. 


HtVATItN  MI  QUATRlfiNK  DIGRfi. 
1.  Soit  l'cqualion 

i)n  a 

n,  (a,+  a,+  0]+  a,  )  +  a,  =  o  (  relation  d'Albert  Girard  ) . 
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Calculons  l'écpiaiioii  qui  a  puiir  racines 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  qui  a  pour  runines 


On  obtient 

-{«;-4''.".'<i-(-8«>,)'=o; 

c'est  la  rétiuile. 

Soient  r|,  rj,  rj  les  trois  racines  do  cette  réduite^  ou 
trouve  facilement 

4  fl, a,  ~  a.  { r,  +  r,  +  Tj  )  +  a,  =  o, 

uù  tes  r  ont  le  double  signe  +  ;  donc  cette  dernière  équa- 
tion équivaut  à  buit  équations.  Ainsi ,  a^  a  buit  valeurs , 
doDt  quatre  sont  les  racines  de  l'équation  donnée  et  les 
quatre  autres  sont  les  mêmes  racines,  cbangécs  de  si- 
gnes. En  effet,  l'équation  quia  pour  racines  — a,,  — a,, 
—  a,,  —  o[(  est 
(2)  o.j;'— n.«'+n,j'-fljJ7  -t- a,  =  o. 

Cette  équatioD  a  même  réduite  que  l'équation  (i);  c'est 
ce  qu'on  voit  à  priori,  d'après  la  forme  des  racines  de  la 
réduite,  et  aussi  à  posteriori,  car  il  n'y  a  que  a,  et  a, 
qui  aieut  changé  de  signes. 
Posons 
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4«. 

«. +  «. 

('. 

4".. 

,«,  +  ", 

('> 

4°. 

,3,  +  ff. 

i^. 

4". 

'ft-l.l 

>,; 

thangeaut  les  signes  de  r,  on  a  les  quatre  autres  racines. 
Il  s'agit  ntainlei)ant  de  savoir  lc(|uel  des  doux  systèmes  de 
racines  s'appliqueà  l'équatiou  (i). 

Dans  les  deux  syslènu^s,  la  somme  (les  racines  a 
mène  ii  la  lelation  d'Albert  Gi  raid,  et  les  r  disparaissant, 
on  n'a  aucune  indication  sur  les  signes  des  r\  la  somme 
des  d  pris  deux  à  deux,  ou  quatre  à  guatre,  donne 
évidemment  le  même  résultat  dans  les  deux  systèmes  ;  il 
reste  à  prendre  les  a  trois  à  trois. 

\6a\-L.a.,=  a\[r\  —  r\~r2,  +  ar,  r,]  +  ao,  a,  r,  +  uj  , 

=  i&a\[la',^r,r,r,^a\n,[r\  +  r\  +  r\]-a\\. 


On  a  donc 


Il  faut  donner  aux  rd(«  signes  tels,  qu'ils  satisfassent 

Hi,-z__iv,Googlt: 


(  -7) 
à  celte  équation  ;  et  cette  condition  suffit  pour  faire  cesser 
l 'i  ndétermiDa  lioD . 

Si  a,  =  o  (oo  étant  positif) ,  il  suffit  que  r, ,  ri ,  /)  donne 
un  signe  opposé  k  a^  ;  règle  ronnue. 

Exemple  : 

x- -h  ■>4x' -*-  48a:  +  5a  =  o; 
réduite 

«•+  lafl'  +  aSe  —  36  =  o. 
On« 

d'oà 

r,=±i,      r,  =  ±a.,      r.=  -3i; 

il  faut  prendre  les  signes  de  manière  que  r,  i\  r^  ail  le 
signe  moins.  Donc 

et 

4:r,  =  i-., 
4x,  =1+5/. 
4jr,3:i  — 5(, 

4*,=-i-/. 

Cet  exemple  est  pris  dans  les  Comptes  vendus  (juil- 
let i858,  p.  3i);  ce  qu'on  lit  U-desaus  p.  3a,  parait  su- 
perflu. Une  telle  observation  m'a  été  aussi  communiquée 
parM.  Macario,  élève  des  Ponts  et  Chaussées  de  NaploA. 


t.  XIX.(J|BV1«T>EI6«,) 
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HITS 

Sir  les  ftKlitK  ijaftriqKi  les  ridus  cemies  i  le«  j^Htitii; 

Pab  m.  Ed.  DEWULF, 
Capiuini  du  géole. 

I.  Daos  un  Mémoire  ios^ré  aux  jénnahs  de  Mathê- 
mathiques  de  Gei^oone ,  Abel  a  donoé  un  moyen  de  cal- 
culer une  fonction  quelconque  d'une  racine  commune  à 
deux  équations.  Ce  procède  exige  que  les  équations  n'aient 
qu'une  seole  racine  commune. 

On  peut  ainsi  calcuUr  une  fonction  symétrique  des  raci- 
nes communes  à  dcuii  équations ,  quel  que  soit  le  nombre 
de  ces  racines,  et  par  suite  ces  racines  eUes-mèmes. 

II.  Soient  les  deux  équations 

(i)       /(r)  =  y-  +  p.r~--^/hy~'+-..-i-PM  =  o, 
(a)       F (J-)  =/•  +  q,r-'  +  9.J^'  -+-...+  ï,  =  o, 

qui  ont  t  racines  communes  et  qui  n'en  ont  pas  d'autres. 

Proposons-nous  de  calculer  la  fonction  symétrique  if  de 
ces  t  racines. 

Soient  Xi,  J^i,  y»,  ■  ■  -t  y»  les  m  racines  de  l'équa- 
tion (a).  En  portant  ces  racines  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (i),  nous  aurons  ces  n  résultats 

Aj-.),  /(/.).  /(:r.),...,/(r.)- 

Les  t  premiers  de  ces  résultats  sont  nuls ,  par  Hypothèse. 
Faisons  les  produits  n  —  t  k  n  —  fde  ces  résultats ,  et 
désignons ,  en  général ,  par  R^,  »,  g  ..  le  produit 

/(j-.)/fjO/(j-.)--./fr.) 
/■(r^)/{r-.)/{x....     ' 

le  nombre  des  facteurs  du  dénominateur  étaut  K. 
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Les  quantités 


sont  toutes  nulles,  excepté  la  première,  qui  ne  contient 
aucun  des  facteurs  nuls  /{jKi)>  /(?'i)i  ■  -  •'/(j'i)  î  •*■*  * 
donc,  identiquement, 

**!.,......  "^-ît/'^'J"»-  •■/')==  ï^!.,.,...,  ■+  ?(r.jij-)  •■-.»-() 

+  K...,...i,-.n,*.i-^  tir'  ■  ■  ■  X'-^n^^) -^  ■  ■  ; 

on,  symboKquement , 

K...,...,rir-  3f  ■  ■r<)  =  ^K^'.^...'t{r^  r..ra...)' 

l'indice  ^,,,a...  désignant  une  des  combinaisons  tk  /des 
chiffres  i  .3.3. .  .,n. 

On  a  de  même,  idendqnement , 

«:...,..., =2»;,  ...-..• 

11  résulte  de  ces  deux  identité»,  que 


(3),(j-.,r.,/..--.r.)  = 


2»;,.,- 


Cette  expression  est  une  fonction  symétrique  et  ration- 
nelle des  racines  de  l'équation  ^a).  On  peut  donc  la  cal- 
culer par  des  méthodes  connues. 

m.  Soit 

f4)  p.r'  +  P,^'-'-ï-P.r'-'+.  .  +  P,=  o 

réquaiion  qui  donnerait  les  racines  communes  aux  équa- 
tions (i)  et  (a),  et  posons 
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Il  est  très-aisé  de  voir  que 


P'=2"-;....,..(>->+j-.+'-.+---)=-T*r^ 
■"■=2  "L-,..  .(^f^-  ■^^''  •^■. +■  ■  ■  1 


L'Àjuation  (4)  peut  donc  s'écrire 

t(i-i]         d'K 


dff^J        idp'-'dp^ 


Cette  éqQxtioa,  déjà  donnée  par  M   Briosclii ,  se  déduit 
ici  d'une  théorie  générale. 


II8RCICES  DE  TRlGONOUtTftlE. 

mcosi  +  nsioi^?,     «=: —  i,o49833i; 

n  =4-0,7466898,       7  =  — 0,4316893; 

■  =  35*,    I  =  a54°  9'  20", 

ilsin(c(  +  >)  =  M,     a=300°,     m  =  — 0,42345; 

*sin(p-»-2)  =  '',      P='4o%     i=-o,aoia3; 

»  =  68"  ai'  38".6,     *  =  0,4236234. 
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3.  Mêmes  ^uatii>n5} 

a  =i  280"  16' ,    m^ — 0,62343; 

p  =  2oo<'io',     «=+0,69735; 

*  =-  207°  5'  34",  4 ,     *  =  1 ,  0173643. 

'  Nous  avons  extrait  ces  exercices  de  l'ouvrage  suivaal  : 
ji  Trealise  of  plane  and  sphericat  Trigononietry,  Sy 
William  Cbauveoet,  professeorde mathématiques  à  l'É- 
cole de  Kayigation  des  États-Unis.  Philadelphie,  i854  ; 
in-8»  de  a56  pages;  3*  édition,  la  i"  est  de  i85o.  Tri- 
gonométrie complète;  on  y  U'ouve  les  équations  aux  dif- 
férences et  aux  différentielles  relatives  aux  triangles , 
sans  lesquelles  aacane  opération  tiigonom étriqué  n'est 
.susceptible  d'approximation.  Il  est  singulier  de  lencon- 
trer,  chez  nos  auteurs  élémentaii-es,  des  méthodes  et  des 
exemples  à  foison  concernant  les  erreurs  en  arithméti- 
(|ue,  et  de  ne  rien  dire  sur  les  erreurs  tri gon omet riques, 
qu'il  est  si  important  de  connaître.  Quelle  intlueiice  les 
erreurs  des  mesures  ont-elles  sur  les  résultats  des  culculs? 
Il  faut  savoir  répondre  à  cette  question,  si  l'on  lient  à  se 
rendre  compte  de  ce  qu'où  fait.  On  a 

a'^  t'-+-c'  —  zèccosA; 

si  l'on  a  mesuré  £  et  c  4  quelques  centimètres  près,  A  » 
quelques  secondes  près,  à  combien  près  obtîenl-on  la 
valeur  de  a?  Les  problèmes  fondamentaux  des  deux  tri- 
gonométries  devraient  ètn;  accompagnés  de  ce  renseigne- 
ment indispensable. 

Le  chapitre  IV  (page  ai4)  de  cet  ouvrage,  donne  les  so- 
lutious  des  triangles  sphériques  lorsque  les  c6tés  et  les 
angles  dépassent  iSodegrés,  triangles  qu'on  rencontre  sou- 
vent.en  astronomie;  par  exemple,  les  ascensions  droites 
i*.'.  comptent  de  u  à  36u  degrés.  Gauss,  dans  sa  Thcoria 
motus,  fait  voir  quil  est  commode  de  résoudre  te  genre 
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de  triaBg]es  directemeal ,  sans  recourir  à  des  triaugltis 
auxiliaires.  On  peut  y  appliquer  les  mêmes  formules  que 
pour  les  triangles  ordinaires.  Soit 

COT  (  a»t  —  a  )  ^  COI  a  i 

supposons  <(ue  dans  Ib  triangle  rectiligne  ABC  on  désigne 
par  A',  B',  C  les  angles  extérieurs  an— A,  air — -B, 
an  — C',  l'équation  fondamentale  de  la  Irigonométrie 
rectiligne  est 

a  :=  b  cosC  -f-  c  cosB, 
et  l'on  a  aussi 

fl  =  écosC'+  ccosB'; 

de  même,  dans  la  trigonométrie  spliéricjue,  toutes  le» 
autres  équations  sont  des  déductions  de  cette  équaUon  ' 
fondamentale. 

Quant  aux  applications  à  ta  géométrie  pratique  et  au\ 
diverses  questions  d'astronomie  et  de  narigation ,  ta  tri- 
gonométrie la  plus  complète  est  c^le  que  M.  Dienger  a 
publiée  ji  Stut^rt  en  i855,  que  nous  ferons  connaître 
à  nos  lecteurs,  et  »  laquelle  nous  empranterons  beaucoup 
d'exercices  numériques. 


TRIGOSOMÉTItlB  SPHÈRIQIIS. 
FoMVLXS  DB  A.  BRETSCBNEIDER. 

CKELLt,  r.  YIV,|i.  i\h;  iK35.      ' 

Hans  un  triangle  sphériquc  ,  posons 

A  =  4A',      n  =  4o',      A'+B'+C'=  P; 
B  =  4B',      6  =  4ft',      n-+b'-\-r'  ~p; 
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on  a 

«D  (P  —  45»J  »in  {P  —  î  A'-h  45»)  co»  j a' 
=:ïin^siD(/)—  3a]sÎD3A'; 

CM (P  —  45-)  cos(P  —  3 A'+  45")  coï  a «■ 
:=caspcm[p  —  ad)  sÎq  aA'; 

sin  (P  —  4S-)  CO8  (P  —  2  A'+  45°)  cos  a  a' 
=  ^n{p  —  2a]aialp  —  ac)cosïA'; 

cos{P  —  45»)  sin  (P  —  a  A'+  45")  ros  ao' 
~cot{p~  ■ia]coi[p  —  aejcosaA'; 

sin(P— 2B'+45")sin(P  — 3C'-t-45*')sinafl' 
=  sinpiin  (/>  -^  a«')  sin  2A'  ; 

coï(P— aB'+45°)co8(P— 2C'+45°)sin2rt' 
=  coï/)cos{/»—  a«')sin3A'; 

st«(P— 2A'+45')«>s{P— 2C+45<')sin2«' 
=  sin  (p  —  ai')  cos  (;j  — '  ac")  cos  2  A'  ; 

cos(P  — 3B'+45°)sin(P  — 2C'+45»)sin  la' 
=  cos{/>  — 2i')8in(;)  — ac'jcosaA'. 

Par  voie  de  multiplication ,  on  obtient  de  nouvelles 
formules. 


m%  «VKLQDIS  QIfflSTHHfS  rAL6ÊBRB; 
P*a  M.  Mir.H*BL  ROBERTS. 

Étant  donnée  l'équation 

dont  lesracinessont  (jr, ,  jc, ,. , .,  ^c»);  soient ^oi  Jubi- 
les sommes  des  puissances  zéro,  première,  deuxième,. 
de  ces  racines. 


IV,  Google 


{»4) 

Galculoiis    lei    valeurs   de   la    foDclion    lymétriquc 
V  fj;,  *— X|)*',    OU   bieD    de    l'invariant   quadratique 

(y  ^  de  U  forme  {•) 

pour  p  =  !,;*=  a,  p=ij  p  =  4- 
Nom  trouvons 

-'2,="'("— )(*'—'>• 

LX(«-4»''+3«')  J 

lx(»'-o«)(««-4*''+3t-) 

».y=,.(,-,){  4 

I      (/,-^)(„-3)[«-4)('— 5) 


!. 3.4.5 


(•)  Voirt   XVIir,p.  Soi. 
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X  (*' — ae){Ml'+eb'+e'—  ibcd  —  aee] 


+  -».('.-.)("-3)( 
X(»«-4M  +  3t")' 
,-2  =-('—)    -"-ill 


F  8» 


„). 


3)1— 4)('— ")„. 


X{*'— «c){a?  — 6*/-(-i5«;—  io</") 

_  .(»-a)(.-3M.-4)13»-7)  ^, 

9 

/h'g—sed'  +  bde—  3be/—acg\ 

\^  [       +3<irf/— jot'  +  3t>t)         j 

t.-^)(»-3)(»-4)(''-5)(»-6)(.-i) 
a. 3. 4. 5. 6. 7 
lx(«*  — 8»»+ï8t5-56.i'H-35c') 
On  trouve  aussi  pour  l'iuvariautcubi(]ue  (l,)de1a  forme 
(,.,„,  .„,.,„)(;.,j-)'. 

l'expression  suivante 

[«(  fc'— ac)  («e-4  bd+  3r')  "j 
-3{/.— a)« 

Posons  n  ^  3 ,  £  =  o ,  l'on  retombe  sur  le  discriminant 
de  la  fooclîou  cubique  homogène  à  deux  variables  (*). 
Pour  R  ^  4i  nous  avons 


r       3lb'—ec](ae 

""■='i'^xL-3;(-.rf'+* 


3(è'—  <ic)(<ie  —  4W+  Se") 
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Or,  eu  uuus  reporlani  à  l'équatiuit  au  cairé  des  ditTé- 
renccs  des  racine*  d'une  équation  biquadratique  que  j'ai 
déjà  doDuée  (*} ,  nous  lirons  l'équation  suivante 


>]{-. 


r,)'K-'.)'(*. 


x.)'(*,-^.)*t-<. 


6(fl<!  — 4W+3r')x 


eu  sorte  que  la  relation  entre  les  racines  d'une  équation 
du  quatrième  degré  exprimée  par  t'équalîoD 

oniraine  l'une  ou  l'autre  des  conditions 


«  — 4W  +  3c' 


TlÉ6il&Mi8  H  fifiWÉTIUK  SIHEIITAIRK; 
IVwmis  0.  HEEHES. 

r.RBLkt,  I.  LIV,  p.  auS;  i85g. 

1.  Soient  ABCD  un  tétraèdre  coupé  par  un  plan  irans- 
(Tsal  T,  et 

9  rfrorte  d'inlerseriiofl  de  ABC  tt  T, 

V  '  ABD  et  T, 

p  ■■  ACD  et  T, 

a  .  BCD  et  T, 

U'  |>ùk  df  S  rclaiir  A  ABC, 

C  .  ABD, 

B'  "  ACD. 

A'  .  BCD; 
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les  quatre  droites  AA',  BB',  CC,  DD'  se  coupetii  au  même 
l>oiDt  P;  ce  point  est  le  pôle  du  plan  I  relaiivenieni  au 
tétraèdre  ABCD, 

lt-i~  mu  +  nv  ■+■  pw  =  s,    êquaiion  du  planT; 
U  =  mu  =  nii=  ptv,  équation  du  point  P. 

Lorsque  le  plan  T  est  à  l'infini ,  le  pôle  est  au  centre  de 
gravitédu  tétraèdre  (pour  le  triangle,  voir  fî<f//(^/jVi,  l.  V, 
p.  67). 

S.  Soient  une  série  de  triangles  ayant  un  sommet  com- 
mun, et  doat  les  bases  sont  sur  une  seule  et  même  droite^ 
les  p6]es  d'une  transversale  coupant  ces  triangles  relati- 
veineiii  à  chaque  A  sont  sur  une  même  droite. 

3.  Soit  un  tétraèdre  ABCD  coupé  par  un  cinquième 
plan  T  ;  on  a  un  penlaèiire  (fiinlflach)  :  ce  cinquième 
plan  T  coupe  BCD  suivant  la  droite  a;  nommons  le  plan 
qui  passe  par  A  et  la  droite  et  un  plan  //ininéiral n'v  flan 
diamétral  coupe  les  faces  ABC,  ABU,  ACD  suivant  trois 
droites  passant  par  A  et  la  face  BCD  suivant  la  droite  «: 
on  a  ainsi  trois  triaugles  ayant  le  sommet  commun  a  vi 
leurs  bases  sur  la  même  droite  x  -,  nommons  ces  triangles 
irianglfs  diamétraux. 

Théorème.  Si  l'on  coupe  un  peolaèdre  par  un  plan  P. 
Cl-  plan  coupe  un  plan  diamétral  suivant  une  droite  ;  si 
Ion  prend  les  pâles  de  cette  droite  relalivcincut  aux  trois 
triangles  diamétraux,  ils  sont  sur  une  même  droite;  on 
obtient  ainsi  quatre  droites,  fournies  par  les  quatre  som- 
mets ADGD,  et  ces  quatre  droites  appartiennent  an  mAnie 
hypcrboloïde, 

\.  Théori-mc.  Si ,  dans  un  fae\aèdie,  les  trois  droites 
fl  inierseclinn  des  couples  de  plans  opposés  sont  dans  un 
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même  {tlan ,  les  iruis  dîagODales  de  riiexaèdr-e  se  coupvnl 
suivant  uti  même  poini. 

5.  Sisur(|uaU-edroil£sd'uiibyperboloï(leà  uue  nappe 
OQ  prend  respectivement  sur  chacun  deux  points,  soient 
a,  a,  b,  p,  c,  y,  d,  à,  les  quatre  faces  homonymes  des  deux 
tétraèdres  nbcd,  a^y3  se  coupeo}  suivant  quatre  droites 
éléments  d'un  hypcrboloïde  à  une  nappe.     {C*tlky.  ) 

Si  les  quatre  faces  homonymes  de  deux  téttaèdres  abei/, 
a^yd  se  coupent  suivant  quatre  droites  situées  sur  ini 
même  hyperboloïde  à  une  nap|)e,  les  droites  qui  joignent 
les  sommets  homonymes  sont  aussi  sur  un  tel  hyper- 
boloïde. 


C«IIRBE  LOfiOCYCirQe  (BOOTH). 

Trouver  l'enveloppe  d'un  cercle  dont  le  centre  est  sar 
une  parabole  donnée  et  ^ui  a  pour  rayÂn  la  distance  du 
centre  au  foyer  de  la  parabole;  nommons  cette  enve- 
loppe F  courbe  logoefclique. 

1°.  Démontrer  qu'en  pi-eiiani  le  foyer  pour  pAlc  et 
pour  axe  celui  de  la  parabole,  la  courbe  réciproque  de 
cette  enveloppe  coïncide  avec  cette  enveloppe  ;  propriété 
analogue  U  celle  du  cercle. 

3°.  La  directrice  de  la  parabole  est  une  asymptote  de 
l 'enveloppe. 

3".  Soient  V  le  {loiiii  d'intersection  de  deux  latigeiites  à 
l'enveloppe  menée  par  deux  points  réciprot/ncs  H  H  R,, 
et  par  conséquent' tous  deux  sur  l'envcIopiR';  T  le  mi- 
lieu de  RR,  :  la  droite  VT  est  {>erpendiculaire  sur  RR|  ■ 
et  touche  la  parabole  en  un  jxiint  Q. 

4".  O  étani  le  sommet  de  la  parabole',  l'argle  ROH,  est 
droit. 
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5°.  QR,  QR]  soirf  iiornialea  à  Teiiveloppe^  VR,  VR, 
sont  égales  et  également  inrlinées  sur  la  corde  RR,  , 
comme'dans  le  rercle. 

6".  Le  lieu  du  point  V  est  une  cwjoWe  ayant  lo  sommet 
de  la  parabole  pour  point  de  rebrou sse men t ,  et  la  direc- 
trice de  Ift  parabole  pour  asymptote. 

y".  La  somme  des  distances  des  points  R  et  B,  à  l'axe 
est  ^ale  à  la  distance  du  point  Q  à  l'axe. 

8°.  Soient  C  et  C'ies  points  d'intersection  df  s  tangentes 
VR,  VRi  avec  une  perpendiculaire  au  rayon  vecteur 
FRR,  meuée  par  F  ;  la  somme  FC  +  FC,  est  constante ,  et 

\c=vc.. 

g".  Le  lieu  des  points  C  et  C|  est  une  cartiioïile, 
lo".  Mêmes  notations 

IobPB^'"'""'''-»''-'^^, 

c'est  ce  qui  a  fait  donner  à  cette  enveloppe  le  nom  de  logo- 
cjrclique,  parce  qu'elle  a  des  propriétés  analogues  au  cercle 
et  aux  lo^ariibmes  [Quarterfy  Journal,  t.  III,  p.  38; 
■858);  la  It^ocyclique  est  carrable. 


SDR  UNI  msnm  db  eiovfiTRiE  descriptive; 

P*K  H.  GROS, 
Profsueor  de  mathématique*. 


Dans  les  cours  de  géométrie  descriptive ,  on  démontre 
ordinairement  que  si  les  axes  de  deux  surfaces  de  révolu- 
tion du  second  degré  sont  dans  un  même  plan,  la  projec- 
tion sur  ce  plan  de  la  courbe  d'intersection  de  ces  deux 
surfaces  est  un  arc  de  courbe  du  second  degré. 

On  peut,  en  outre,  à  la  simple  inspection  des  don- 


bvGoog[c 
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nées,  niconiiailrc  si  celle  projection  tes  i  un  aro  d'ellipse, 
li'hyueibole  ou  do  parabole. 

En  efTct,  si  nous  prenons  poar  origine  le  point  de  ren- 
contre des  deux  axes  ,  et  pour  plan  des  zx  le  plan  de  ces 
^euY  droites,  nous  jtouvoïis  écrire  les  équations  des  dcus 
surfaces  sous  la  forme  suivante  : 

x'-Hj'+.'  =  ra  [a:r  +  t.Y  +  n[ax+z)+p, 
x'-^-  y'-^  z'=  m'{a'x-\-zY  +  n'(a'x  +  z)+  p'. 
La  projection  sur  te  plan  des  zx  de  la  courbe  d'inter- 
section de  ct'S  surfaces  a  pour  équation 
miax+i]'-m'{a'x-\-ty-\-n{nx+t)—n'{a'r-i-z)-^p—p'=o. 

Le  lïcnre  de  cette  courbe  est  indiqué  par  le  signe  de 
Texprewion 

ou ,  ce  (jui  revient  -m  même ,  par  le  signe  du  produit 


Aciuelletnent,  pour  reconnaître  lesignede  m,  d'après 
la  forme  df  ia  surface  représentée  par  l'équslion 


nous  remarquerons  quen  prenant  irois  i 
rectangulaiies  ayant  même  origine  que  les  premiers,  on 
a ,  en  désignant  par  x,  y,  z  et  x' ,  y\  z',  les  coordonnées 
d'un  même  point  M  ,  dans  les  deux  systèmes, 

x=+j'+z'  =  x"-i-:r"+*'% 

car  chaque  membre  de  cette  égalité  représente  le  carre  de 
la  distance  du  poiut  M  à  l'origine  commune. 

Si ,  de  plus,  nous  prenons  pour  axe  des  x'  l'axe  de  la 
suifare,  les  cquaiions  de  celte  droite  étant 
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le  plan  repr^seiil^  [Mir  l'équation  - 

lui  est  perpendiculaire;  par  conséquent,  la  disuiice  du 
|K>int  M  à  ce  plan  est  i-eprésentée  par  x'  dans  le  se- 
cond systèuic;  mais  cette  même  dislance  est  représentce 
par  —       .'  daiis  le  premier;  donc 


Par  suite,  réqualton  de  la  surface,  par  rapport  au  nou- 
veau système  d'axes,  est 

a^'+ J-"+  i''  =  m  (i  -f-  fl'  )  x''+  nx'  Vt  -Ha'  +  p, 
ou 

['—'"('-+■  *'*)l*"+r"+ «"—'"' v'i +"'—/'  — o- 

Or,  dans  toute  équation  du  second  degi'é  à  trois  varia- 
bles, oi\  n'entrent  pas  les  rectangles  de  ces  variables,  les 
coefficients  des  carrés  sont  inversement  proportionnels  aux 
carrés  des  axes  de  la  surface  représentée  par  celle  équation. 

Par  conséquent  : 

Si  m  est  négatif,  la  surface  est  un  ellipsoïde  aplati  ; 

Si  m  est  nu] ,  la  surface  est  une  sphère  -, 

Si  m  est  compris  entre  o  et ;)    ta  surface  est  un 

ellipsoïde  allongé  ; 

Si  m  est  ^al  à ^  >  la  surface  est  nn  paraboloïde  ou 

un  cylindre  ; 

Si  m  est  plua  grand  que -^>  )a  surface  est  un  by- 

perboloïde  ou  un  cône. 

En  résniné,  m  est  négaiîl  dans  le  cas  de  relHpsoïde 
aplati ,  nul  dans  le  cas  de  la  sphère ,  et  pOEitif  dans  tous 
les  autres  cas . 
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D'où  l'oD  conclut  que ,  si  l'une  des  surfaces  seulement 
est  un  ellipsoïde  aplati,  la  projection  est  un  arc  d'el- 
lipse; si  l'une  des  surfaces  est  une  sphère,  la  projection 
est  un  arc  de  parabole.  Dans  tous  les  autres  cas ,  la  pro- 
jection est  un  arc  d'hyperbole. 


THÉOntMB  SDR  LB  BMOiE  DE  KKWTON  POUR  L'BXPOSANT 
ENTIER  ET  POSITIF  ("); 

Pab  m.  GARCET, 
r.apiuine  du  génie. 


Si  l'on  décompose  la  série  des  coefficients  du  bindme 
de  Newton  en  trois  parties,  en  prenant  les  termes  de  trois 
en  trois,  deux  de  ces  sommes  sont  égales  et  la  troisième 
surpasse  les  deux  autres  ou  en  est  surpassée  d'une  unité. 

Ainsi  appelons  s^ ,  s^,  St  ces  trois  sommes 


—  5 


on  a  ég^ilé  à  l'unité  près  entre  ces  trois 
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Comme  on  sait  ensuite  qne 


on  yent  spécifier  quelles  sont  les  sommes  égales  suivant 
la  nature  de  l'exposant  m,  ainsi  qu'il  suit  : 

Si 

m  =  6n, 


«  =  6«  +  a, 

™  =  6«  +  4 
n  =  6«  +  5 


on  a  respecUrement 


"       3     ' 


THÉMÈMl  MIB  LE&  CtUBKS  PLANES  ("); 
Pm  H.  STREBOB. 

Etant  donnée  une  courbe  plane ,  construisons  la  courbe 
semblable  en  doublant  les  rayons  vecteurs  tirés  d'un  point 
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fixe,  et  supposons  qu'on  ait  trouvé  l'équatiân  de  la 
courbe  parallèle  k  cette  dernière,  qui  s'obtient  en  prenant 
sur  ses  normales  nne  longueur  constante  (A).  Si  l'on 
substitue  dans  cette  équation  \x*^y*  au  lieu  de  h,  on 
tombera  sur  l'équation  de  la  courbe,  enveloppe  des  ^r- 
pendiculaires  qu'on  mène  aux  extrémités  des  rayons  vec- 
teurs de  la  courbe  donnée. 

Puisque  la  courbe  parallèle  est  tout  à  fait  indépendante 
de  la  position  de  l'origine  fixe,  il  est  évident  que  si  l'on 
en  a  l'équation ,  on  aura  aussi  l'équation  de  ladite  enve- 
loppe, quelle  que  soit  la  position  de  l'origine. 

Nota.  Très-facile  à  vérifier  pour  ta  ligne  droite  et  pour 
le  cercle. 


TROISIEME  SOLliTfem  M  U  «UESTWN  4«1 


Pak  mm.  Chmlks  KESSLEH  bt  LEMOINE, 

ËUrn  dn  PrjMaie  vilUaira. 


Démontrer  que  la  série 

~  i.2.3...*'''a.3...(«  +  i^'^3.4...(*-|-2)"' 
est  convergente  et  a  pour  limite 


On  voit  d'abord  immédiatemeat  que  cette  série  est  con- 
vergente, car  ses  termes  sont  respectivement  pins  peiîia 
que  ceux  de  la  série 
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«  i'tm  stU  que  cette  série  est  coOvei^^fe  .  ft  >  t .  Chw 
chons  maÎQtenant  sa  limite^  pour  cela  je  pose 


>.3  4.. 
cl  je  Ruraociie  memlwe  A  membre,  j'xurai 


1.3.3... (/>-.)       I.Î.3.../.       Ï.3. ..(«  +  ,)-' 
ou,  en  désignant  par  Slasommccbcrchéc, 


-{M-,)S 


-{»-.)i.3.3...{«-i) 

C.  Q.  F.  T. 


lEDX  PBOBLllES  DB  GtOMÉTRIB  Dlî  COMPAS  ^ 

PAk  H.  GzOM<s  DELfiLE, 
ATocat  k  la  cour  da  Cas». 


I"  PiotLim.  Trouver  le  centre  d'aiHé  ei/Wnfêrence 
en  ne  se  servant  que  du  compas. 

1".  Du  point  A  prift  à  toloaié  nt  \a  cketMSêrenfx 
«tonnée!,  ei  avA  «d  rVfoft  M-bitrAÎre,  je  éécvid  «i  aiC 
(jni  rencontre  1«  cireodféreacë  «rs  points-  B  et  G. 

a**.  De  ces  points  B  et  C  comme  centres,  avec  le  même 
rayon,  je  décris  denX  arc»  qni  se  cthipeni  an  point  A', 
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symétrique  de  Â  par  rapport  à  la  droite  BC  suj^s^ 
tracée. 

3".  Du  point  Â'  comme  centre  avec  no  rayon  égal  à  la 
distance  AA',  je  décris  une  circonférence  qui  rencontre, 
aux  points  M  et  N ,  l'arc  BC  prolongé. 

4°.  De  ces  points  M  et  N  comme  centres ,  avec  un 
rayon  égal  à  la  dislance  AB,  je  décris  deux  arcs  qui  se 
coupent  an  point  O,  symétrique  de  A  par  rapport  k  la 
corde  MN,  supposée  tracée. 

Ce  point  O  est  le  centre  demandé. 

En  effet,  concevons  que  l'on  ait  tracé  le  diamètre  AA'G 
de  la  circonférence  de  centre  A'. 

Celte  droite,  ayant  deux  points  A  et  A' également  dis- 
tants des  extrémités  de  BC,  est  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  cette  corde.  Elle  contient  donc  le  centre  cher> 
ché;  et  ce  point  O  sera  ce  centre,  si  la  disunce  AO  est 
égale  an  rayon. 

Soit  R  ce  rayon  inconnu. 

Soit  D  le  point  où  la  corde  BC  rencontrerait  la  droite 
AA'G. 

.La  corde  AB  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  dia- 
mètre a  R  et  sa  projection  AD  sur  ce  diamètre.  On  a  donc 

(i)  ÂB'ssaRXAD. 

Cette  même  droite  AG,  ayant  aussi  les  deux  points  A 
et  A'  également  disUnts  des  extrémités  de  MN,  est  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  cette  corde.  Soit  £  le  point 
où  cette  corde  rencontrerait  AG. 

La  corde  AM  de  ta  circonférence  de  centre  A'  est  aussi 
moyenne  proporUonnelle  entre  le  diamètre  a  A  A'  et  sa 
projection  AE  sur  ce  diamètre.  On  a  donc 

(a)  Âii'=2AA'xAE. 
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AA'  =  aAD^ 

a 
Donc  l'égalité  (a)  devient 

ÂB'  =  2XaADX^» 
00 

(5)  ÂB*=aADxAO. 

Les  premiers  membres  des  égalités  (i)  et  (3)  sont  les. 
mêmes.  Les  seconds  sont  donc  ^anx ,  c'est-à-dire  que 

aR:><AD=aADX  AOj 
donc 

«  =  A0.      (•) 

C.  Q.  F.  D. 

II*  Phoxlème.  Construire  le  côté  du  décagone  régulier 
inscrit  enne  se  servant  que  du  compas.  (Comme  Masche- 

Note.  Ces  deux  problèmes  m'ont  été  communiqués 

verbalement  par  M.  Georges  Delisle,  avocat  à  la  Gourde 

Caen,  professeur  de  droit  romain,  doyen  de  la  Faculté 

de  Droit ,  aaienr  de  deux  oovrages  de  jurisprudence  ttès- 

■  estimés. 

Jurisconsulte  éminent,  il  s'était  acqms  noe  grande  ré- 
pulaUon  par  ses  consultations,  qui  révélaient  un  esprit 
vaste  et  profond,  et  devant  lesquelles  s'inclinaient  les 
nagiâtrats. 

(')Eé»o1n  dinéremiDeDl  pir  Maicheroni  (Géem^lrie  du  tamp*»,  p.  iZi),. 
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Cet  homme,  qui  faisait  autorité  dtiu  la  science  du 
droit,  cultivait  sérieusement  la  géODiélrie ,  afin,  dÏMit-îl, 
de  conserver  h  son  esprit  l'IiAbÎLade  des  raisonnements 
pr&ns  et  rigoureux. 

Les  deux  problèniea  difficiles  dont  nous  venons  de  rap- 
porter une  solution  si  simple  et  si  él^anie,  prouvent  qu'il 
eût  pu  faire  un  mathématicien  distin^^. 

n  connaissait  le  calcul  infinitésimal  et  il  se  proposait 
d'étudier  avec  moi  le  calcul  des  variations,  lorsque  sa 
mort  (  arrivée  en  1 854  )  l'empêcha  de  mettre  ce  projet  & 
exécution. 

Ch.  Dioubt, 

ProtsMmir  de  matLémitlqaes 

pana  M  tppllqiiéei  an  l^et»  de  Cnn. 


SOLUTION  DB  LA  01IBSTI4N  4IC 


ie  produit  de  cinq  ou  àe  tâç  tvmtbres  tntitra  cotué- 
çutifs  ne  p«ut  ^re  un  carré. 

Je  ferai  d'abord  quelques  remarqiies  sur  la  résolution 
en  nombres  entiers  de  l'équation 

{.)  ^(j.  +  0(*  +  »)-.-{*  +  «)=^'- 

1.  Twt  (^'cûsur-co/nmun  à  deiuc(|uelc(mques  des  nom- 
bres entiers  a:,  {x+  i),  {x-i-a),...,{x-t-«),  devam.di-  . 
\iseir  leur  différence,  est  n^ssairemenl  l'un  d«8  nom- 
bres I,  »,  3,  4f'%'*-  ^"  çoméquent,  tout  tUviseur 
premier  CQiumun  i  deiu  quelconque*  des  nombres  entier* 
X,  (x-t-i),  (x-h  a),. ..,  (x  +  n),  est  nécessairement 
l'un  des  nombres  premiers  3,  3,  5,. .  .,^,  en  désignant 
par  p  le  plus  grand  des  nombres  premiers  corapns  dans, 
la  suite  i,  a,  3,  4i'  ■  -i  n. 


b,  Google 


(Ï9) 

Qae  si  le  produit  x{x-ht)  {x-t-  *).  ■  .[x+  n)  est 
on  carré  exact,  comme  le  suppose  l'équatioti  (i),  et  qu'en 
outre  l'exposant  de  la  ptos  hante  puissance  d'an  nombre 
premier  divisant  l'un  de  ses  facteurs  soit  impaire,  ce 
nombre  premier  appartiendra  h  la  suite  3,  3,  5,. . .,  />> 
car  il  devra  diviser  au  moins  deux  des  facteurs  du  pro- 
duit; et  de  lit  je  conclos  que  : 

i".  Si  un  facteur  du  produit  a^(a:-|-i)...(ar+n)n*e8t 
divisible  par  aucun  des  nombres  9,  3i  5,. .  .,p,  il  sera, 
par  cela  mftme ,  un  carré  exact. 

3°.  Si  un  facteur  de  ce  produit  n'admet  comme  divi- 
seur qu'un  seul  des  nombres  premiers  a,  3,  5,...,/>,  il 
sera  nn  carré,  ou  le  produit  d'un  carré  par  ce  nombre 
premier. 

2.  Aucun  des  facteursx,  (3c-|-i),(x-f-  a),,.,,{x-t-  b}, 
ne  peut  admettre  comme  difiseurs  tous  les  nombres  a, 
3,  5,. .  .,;7.  C'est  ce  que  je  vais  démontrer. 

Supposons,  en  premier  Heu,  que  l'un  des  deux  fac- 
teurs extrêmes,  par  exemples,  soit  séparément  divisible 
par  a,  3,  5,..  .,/>.  Alors  x  +  i  qui  est  premier  avecx, 
n'admettant  aucun  de  ces  diviseurs,  sera  nn  carré  exact 
(1,  i").  Et  comme  x  est,  par  hypothèse,  multiple  de 
(a.  3. 5. ../?),  les  facteurs  x-h^fX-hA  seront  divisi- 
bles par  a ,  et  n'auront  pas  d'autre  diviseur  compris  dans 
lit  suite  a,  3,  5,. ...  p.  En  outre,  aucun  des  deuxfac-  - 
leurs  x-H  2,  x-t-4  n'e»t  «n  carré,  car  (xH-i)  éUntle 
carré  d'un  nombre  entier  plus  grand  que  l'unité,  tout 
autre  nombre  plus  grand  que  x  -1- 1  ne  peut  être  le  carré 
d'un  nombre  entier  que  s'il  surpasse  x  +  i  d'au  moins 
cinq  unités.  H  faut  donc  (1,  a'}  que  x+a,  x-»-4 
soient  des  nombres  entiers  de  la  forme  a  a*,  ai*,  ce  qui 
exige  qu'où  ait  i'  —  a'^i.  On  est  donc  conduit  à  cette 
eonclnsîon  que,  si  x  était  multiple  de(a.3.5. . .  p),  U. 
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diflT^rfince  des  carias  des  deux  nombreq  entiers  b^  a  Kraît 
égale  à  l'uQité. 

La  mime  démoDstration  convient  à  l'autre  facteur  t^^ 
trème  x  +  n. 

Quant  aux  facteurs  interm^Uires  x  + 1 ,  x+  a , . . . , 
(x-H» — i)j  sil'und'eux,  x+i  par  exemple,  était  muU 
tiple  de  (a. 3.5. . .  p),  les  deux  facteurs  x,  x+a  qulU 
comprennent  seraient  des  carres  (1,  i**) ,  ce  qui  est  évi- 
demment impossible,  puisqu'ils  diffèrent  seulement  de 
deux  unités. 

3.  ^application.  L'équadoo 

»(ï+i)(x  +  ï)(x+3)(x:+4)  =  :r' 

n'a  aucune  solution  entière.  En  d'autres  termes  :  le  pror 
dnit  de  cinq  nombres  entiers  consécutifs  n'est  jamais  un 
carré. 

Dans  le  cas  actuel,  f  =  3,  et  (a. . .  ;>)  =  6.  Donc,  si 
les  cinq  nombres  x,x  +  i,...,  x  +  4i  remplissent  la 
condition  que  l'équation  proposée  exprime,  aucun  d'eux 
ne  peut  être  multiple  de  6 ,  (2) .  11  en  résulte  que  le  plus 
petit  de  ces  cinq  nombres^  x,  est  de  la  forme  6n+i. 
D'où  il  suit  que  x  n'admettant  pour  diviseur  aucun  des 
deux  nombres  premiers  3,3,  est  un  carré  (1,  i").  Par 
conséquent,  le  produit  (x+i){x+a)  (x-|-3)  {x+4) 
de  quatre  nombres  entiers  consécutifs  devrait  aussi  être 
un  carré;  ce  qui  est  impossible  (i\^out«%j  jinnaïes, 

i!xvn,p.  393.) 

4.  Soit,  maintenant, 

*(*  +  i)(*  +  2)(*  +  3)U-l-4)(.v-f-5)=J-% 
l'équation  proposée.  On  a 

p^S    et    (3,  3..  ./7]  ^  3o. 
Nous  allons  faire  voir  que  si  l'équation  admettait  une 
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(4.) 
■olulion  eotière,  il  en  résulterait  cette  absurdité  :  que 
parmi  six  i)oinbres  entiers  consécutifs  x,  (x  +  i),. .., 
(x  +  5) ,  il  n'y  aurait  pas  un  seul  multiple  de  6. 

Démontrons  d'abord  qu'aucun  des  deux  fadeurs  ez- 
irtmes  X,  (x+5),  du  produit  x  (x  +  i),. . .,  (x+  S) 
ne  peut  être  multiple  de  6. 

Si  X  =  6a ,  le  nombre  entier  a  n'est  pas  diviùble  par 
5  (3).  Or,  l'égalité  x  =  6a  donnant  x  +  5  =  6a  +  5, 
on  Toit  quex  +  5  est  premier  avec  a,  3,5;  donc  (x-l-5) 
est  un. carré  (1,  i".)  Par  suite,  le  produit 

de  cinq  nombres  entiers  consécutifs  serait  un  carré  exact  ; 
c'est  ce  qui  n'a  jamais  lieu  (3). 

La  même  démonstration  convient  à  l'autre  facteur  ex- 
trême x  +  5. 

11  restei  considérer  les  faclenrs  intermédiaires  (x+i), 
{x4-  a),  (x-l-3),  {x-i-4).  Si  l'un  d'eux,  x-|-  a,  par 
exemple,  est  multiple  de  6 ,  il  est  clair  que  les  deux  fac- 
teurs X  4t  3 ,  X  + 1  qui  comprennent  x  +  a ,  seront  pre- 
piiers  avec  6;  et  comme  ils  ne  peuvent  être,  tous  deux, 
mnltiples  de  5,  l'un  d'eux  n'admettra  aucun  des  divi- 
seurs a ,  3 ,  5 ,  et  sera  par  conséquent  le  carré ,  a',  d'un 
nombre  entier.  L'autre  facteur  'a*±a  n'étant  pas  un 
carré,  devra  être  divisible  par5  (1,  i").  On  auraitdonc 
a'±a  =  5«; 

or,  cette  ^atité  ne  peut  exister,  car  la  formule  des  carrés 
qui  ne  sont  pas  multiples  de  5  est ,  comme  on  sait , 
<»'  =  5rt±i. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède ,  que  le  produit  de  six  nom- 
bres entiers  consécutifs  ne  peut  être  un  carré. 

{i.  Il  en  est  de  même  du  produit  de  sept  nombres  cou- 
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(4«) 
•écutifs.  Car,  li  TéquatioD 

x(x-i-,)...[x+5){^  +  6)  =  y' 

admettait  ooe  solution  entière,  aucun  àet  lept  nombres 

X,  (x4-  i))-  •  M  (^H-5),  (x4-6)  ne  leraii  divisible 
par  6. 

En  «flfet,  p  àant  encore  égal  i  S,  on  démontrera, 
comme  dans  le  cas  précédent,  qu'il  eat  impossible  que  l'un 
des  facteurs  intermédiaires  x+i,...,x  +  5  soit  mul- 
tiple de  6.  U  n'y  a  lieu  i  démonstration  nouvelle  que  pour 
les  facteurs  extrêmes  x ,  x  +  6. 

Supposons  x=i  6m,  on  aura 

Kt  aucun  des  deux  nombres  m,  m  +  i  ne  sera  divisible 
par  5  (3).  Or,  les  égalités 

x  =  6m,     j:  +  e  =  6(»n-+-i} 


x  +  t  =  6(m+i)  —  5     et    «-»-5  =  6m-f-5. 

Ces  dernières  montrent  que  les  facteurs  x  +  i ,  x  +  5  ne 
sont  divisiblts  par  aucun  des  trois  nombres  premiers  a , 
3,  3.  Donc  (1,  1°),  ou  a 

j:  4-  I  =  «',     «  +  5  =  6',     d'où     6»  —  a'  =  4  J 

égalité  qui  est  impossible,  puisque  la  différence  des  carrés 
de  deux  nombres  entiers  b,  a,  plus  grands  que  l'unité, 
est  égale  au  moins  à  5 .  11  est  ainsi  démontré  que  l'équation 
proposée  n'admet  pas  de  solution  entière.  G. 
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QIjISTIOIS. 

408.  On  donne,  1**  une  droite  6ie;  3°  un  pointBsur 
cetudroîle;  S'unpoîntflxe  A.  Trouver  uoe  courbe  telle, 

qu'ea  ntenaat  par  un  point  quelconque  pris  sur  cette 
courbe  un«  tangente,  et  par  le  point  A  nne  pariillèle  à 
cette  tangente,  ces  deux  droites  interceptent  sur  la  droite 
^e  deux  segments,  compta  du  point  H,  tels,  que  la  somme 
des  carrés  de  ces  segments  s*ît  égale  i  un  carré  donné  A*. 
Mêmes  données ,  mais  prenant  la  différence  des  carrésj 
ou  bien  le  produit  des  segments ,  ou  bien  la  somme  des 
inverses  des  segments  égale  à  une  constante  donnée. 

4H9.  Soient  :  i°.  A ,  B,  C,  D  quatre  droites  dans  un 
même  plan,  et  m,  o,  l,  s  quatre  points  fixes  dans  ce 
plan  ;  par  m  menons  une  droite  quelconque  coupant  C  et 
t)  aux  points  c  et  di  par  i7  et  o  menons  la  droite  co  cou- 
pant A  et  B  aux  points  a  et  &  j  par  a  et  2  menons  la 
droite  al  et  par  c  et  J  la  droite  cj;  l'iniersectîou  p  des 
droites  al  et  es  décrit  une  ligne  du  troisième  ordre. 

a".  Soit  un  quadrilatère  plan  variable  ABCD  ;  o,  p, 
ç,  r  quatre  points^es ;  o  est  sur  AB,  p  sur  BC,  ç  sur 
CD,  r  sur  DA.  Les  sommets  opposés  A  et  C  sont  snr  deux 
droites  fixes  données  dans  le  plan  du  quadrilatère  ;  le  som- 
mets opposés  B,  D  décrivent  des  lignes  du  troisième  ordre. 

500. 


*=f»+j;+^, 

*•.; 

=  6*'  +  a8x'  + 

18**— 12. 

,=;/z+!/i, 

*•■ 

=  i«a^  +  iOJ-)- 

6. 

^-^-v^. 

jJ: 

=  5«*'  +  5p*  + 

(E„L,.. 
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soi.  Par  un  point  fixe  M  pris  sur  une  conique,  on 
mène  une  tangente  ;  soit  T  un  point  quelconque  pris  *ur 
cette  conique;  TN  une  seconde  tangente  et  N  le  point  de 
contact;  au  point  T  on  élève  une  perpendiculaire  sur  la 
tangente  TJV;  elle  sera  rencontrée  en  R  par  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  N  sur  la  tanfijente  fixe  TM.  Quel  est  le 
lieu  du  point  R? 

502.  Par  un  foyer  d'une  ellipse  on  mène  une  corde  AB  ; 
par  le  point  de  rencontre  des  deus  normales  en  A  et  Bi 
on  mène  une  parallèle  au  grand  axe;  cette  parallèle  passe 
par  le  milieu  de  AB. 

503.  Déterminer  tes  six  racines  rationnelles  de  cette 
équation 

(a'— «)'(«•  H-  i4«+  i)>  =  (<i>+  i4a'-f-  i)x{x—  .)'. 
Abbl. 

504.  AB  =  aR  =  diamètre  d'un  cercle  de  centre  K  > 
O  =  UQ  point  sur  le  diamètre  AB  ; 

KO=:ai 

P  ^  un  point  de  la  circonférence; 

Angle  PAB  =  |3; 

Angle  POE  =</.. 

Ona 

Rsin  ap 


sin|  = 


V'(R  -«-«)'  cos'  p  +  (R  —  aj'sin"  p 


V(R+fl)'cos'p-f-(R— fl)'siii'p      ^R'co8'  +  -»-(R'— o')»'"''!' 
fonction  elliptique.  Jacobi. 

505.  On  connaît  les  levers  et  les  couchers  du  Soleil  en 
temps  moyen  à  Paris;  en  déduire  les  mêmes  données  pour 
le  i"  de  chaque  mois  de  i86o  à  Alger  (*). 

{'}  Cet  douDées  lrè>-iiUle«,  lurtout  pour  )e>  krkba,  mtoquept  diot 
l'ÀHHualre  iti  Bmetii  dei  Longiludei. 
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SOft.  Deux  points  parcourent  chacun  une  droite,  et 
dans  le  même  plan.  Soient  e,  v  l'espace  parconru  et  la 
la  vitesse  du  premier  point  au  bout  du  temps  t\  ei ,  Ci  les 
mêmes  données  pour  le  second  point:  si  l'on  a  la  relation 

«  (a, +  É.  «,)=<-,(«-+-*«'), 

où  les  a  et  tes  i  sont  des  constantes ,  la  droite  qui  réunit 
les  points  au  même  instant  a  pour  enveloppe  une  conique  ; 
en  indiquer  le  genre  et  l'espèce. 

507.  n^  nombre  de  combinaisons  de  n  éléments  pria  p 
à  p  sans  répétition  et  n'  avec  rèpéùtion.  On  a 

»',-„(,-,);+,.,(«->);-».(« -3);  +  ... 
+  (-.)•  .„(.X,  =  (»-.V,. 

K06.  h  est  un  nombre  entier  positif; 

^y(A)  est  la  somme  d'une  fonction  de  A,  où  A  prend 

snccessÏTement  les  valeurs  o,i,a,3,...,n; 
n)  coefficient  de  x'  dans  le  binôme  (i  +  x)"  \ 
n! produit  continuel  i.a.3. . .  n. 
Si/(*)  =  (-')'"'«'*'.»°« 

(DoKÈCE ,  de  Zurich.  ) 

809.  Soient  p  et  <f  deux  nombres  donnés;  />,  la 
moyenne  arithmétique ,  <},  la  moyenne  géométrique  ;  p, 
la  moyenne  arithmétique  de  ^i,  f i  ;  q^  leur  moyenne 
géométrique,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  p„^t,  *jn+i 
sont  les  moyennes  arithmétique  et  géométrique  de  p„. 
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f;,.  Quelle  est  la  vale«r  de  p_  et  ttétnontriir  n[u« p^t=:ç^. 

GkVSS. 

5f0.  Par  les  trois  extrémités  des  axes  principaux  d'un 
ellipsoïde ,  on  mène  trois  cordes  parallMes  ;  on  projette 
chacune  de  ces  cordes  sqf  l'axe  d'où  elle  part;  on  divise 
cette  projection  par  l'axe  sur  lequel  elle  se  trouve  ^  la 
somme  des  trois  quotients  est  consiaute. 

511.  SoieDt  sept  carrés  égaux  lié*  de  telle  sorte 


7 
5       6 
3       4 


chaque  carré  peut  tourner  à  charnière  seulement  autour 
de  la  droite  qiiî  lui  est  commune  avec  le  carré  voisin;  le 
carré  i  ne  pourra  prendre  une  position  quelconque  qu'en- 
vers le  carré  7,  et  pas  envers  les  autres  carrés.  Ainsi ,  si 
le  carré  i  est  maintc^nu  fixe,  il  n'y  a  que  le  carré  y  qui 
soit  entièrement  libre.  (Momus.) 

512.  L-orsqu'un  corps  peut  toomcr  aatour  àe  six  «ces 
indépendants,  on  peut  le  faire  tourner  autour  d'un  axe 
quelconque.  (  Mobivs.  ) 

313.  Lorsqu'on  donne  un  nombre  de  droites  plus 
grand  que  six,  il  est  toujours  possible  de  trouver  des 
forces  qui,  agissant  suivant  ces  droites,  se  fassent  écjai- 
Nbre;  lorsque  le  nombre  de  droites  est  moindre,  cette 
possibilité  exige  encore  certaines  conditions.  (MâsiDs.) 
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ftVISTim  BU  GRAND  CONCAUBS  filNÉKUlSÉI 

(•■ir  L  vnu,  ï.n,  NKitNj^ 


On  dcmne  dans  un  même  plan  une  conique  C  et  une 
courbe  quelconque  A  ;  de  tous  les  points  de  A  on  mène 
deux  langentes  k  la  conique,  et  par  les  points  de  contact 
les  deux  normales  correspondantes  j  il  faut  trouver  le  lieu 
B  des  ïnteraections  de  ces  normales. 

Réciproquement,  connaissant  la  courbe  B  de  tous  les 
pointa  de  cette  courbe,  oo  mine  des  normale»!  la  coni- 
que C,  et  par  les  pieds  des  nonaales  les  tangentes  cor- 
rcspondantfls  j  on  demande  de  ironver  le  lies  D  des  inter- 
secticm»  de  ces  tmgenles. 

Remarque.  Le  Tieu  D  pourra  fttre  identique  avec  la 
courbe  A;  mais  plus  généralement  il  se  composera  de 
plusieurs  courbes  distinctes ,  dont  la  courbe  A  fera  néces- 
sairement partie. 

On  a  un  exemple  du  premier  cas,  Forsqne  B  est  une 
ligne  droite  et  la  conique  C  une  parabole  ;  alors  la  courbe 
A  et  la  contbe  I>  sont  identiques ,  et  représentent  toute» 
deux  une  hyperbole. 

On  pent  donner  da  second  cas  deux  exemple»  rentar» 
^uablei  : 

1°.  Lorsque  la  conique  C  est  ihd«  parabole^  et  cpu  la 
courbe  A  se  confond  avec  elle ,  la  courba  Bi  eat  évidev 
ment  la  développée  de  1»  parabole^  mais  si  l'on  prend 
pour  ligne  B  la  développée  de  la  parabole,  on  trouve  que 
le  lieu  D  se  compose  non-seulement  de  la  parabole  C, 
nuis  aussi  d'une  Kconâe  parabole  qui  a  m6me  axe  que  la 
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première,  ud  paramèlre  huit  fois  plus  petit  et  la  con- 
vexité tournée  en  sens  contraire. 

a".  La  conique  C  étant  une  parabole ,  et  la  ligne  Â  une 
perpendiculaire  à  l'axe  de  la  conique  (c'est  le  problème 
particulier  du  concours  général),  on  trouve  que  B  est 
une  parabole  ayant  même  axe  que  la  parabole  Ç;  mais  si 
on  se  donne  pour  ligne  B  la  parabole  précédemment  irou' 
vée,  on  voit  que  le  lieu  D  se  compose  de  la  perpendica- 
laire  à  l'axe  de  la  parabole,  et  d'une  hyperbole  du  troi- 
sième ordre  ayan  t  pour  asymptotes  l'axe  de  la  parabole  et 
une  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Voici  quelques  théorèmes  généraux,  qui  lient  entre 
elles  les  courbes  Â  et  6. 

Théorème  I.  Lorsque  la  courbe  Â  est  la  plus  géné- 
rale de  son  dc^ré,  la  courbe  B  est  de  d^ré  double  si  la 
conique  C  est  une  parabole ,  et  de  degré  triple  si  la  coni- 
que C  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole.  Une  discussion 
qui  n'exige  pas  que  l'on  connais^  l'équation  de  la  courbe 
B,  faitconnaitre  les  cas  particuliers  où  te  degré  de  celte 
courbe  s'abaisse. 

Théorème  II.  La  réciproque  du  premier  théorème  est 
vraie  :  en  général ,  le  degré  de  la  courbe  D  est  double  ou 
triple  du  d^ré  de  la  courbe  A ,  suivant  que  la  conique  C 
est  une  parabole,  ou  bien  une  ellipse,  ou  une  hyperbole. 

Théorème  III.  Si  la  conique  C  est  une  ellipse  ou  une 
hyperbole,  et  si  la  ligne  A  a  tme  branche  de  courbe  in- 
finie ayant  pour  asymptote  ^=:ha  +  h{k  n'est  ni  nul  ni 
infini) ,  la  ligne  B  a  une  branche  infinie  correspondante , 
dont  l'asymptote  est 

X  C'A 


[*)  a,  h,  caonllM  lieint-UM  e(  Il  dainl-exc«ntriell4â«U  conique. 
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Cette  asymptote  devient  une  normale  à  la  conique,  lors' 
que  la  première  est  une  tangente  à  cette  même  conique. 

Théorème  IV.  Si  la  couiqut;  C  est  une  parabole,  et  ai 
la  courbe  A  possède  une  branctie  infinie  ayant  pour 
asymptote  une  droite  non  parallèle  à  l'axe  de  la  para- 
bote  C,  la  ligne  B  aura  une  hrancbe  infinie  perpendicu- 
laire à  la  première  à  l'iiiGni,  mais  cette  branche  ne  pourra 
avoir  d'asymptote  que  dans  le  cas  où  1  asvmptote  de  A  sera 
labgente  ik  la  parabole  C.  D'ailleurs  dans  ce  cas  même 
l'asymptote  n'existera  pas  nécessairement;  mais  si  l'a- 
symplote  de  A  est  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole  C,  la 
courbe  B  a  toujours  une  asymptote  normale  à  la  para- 
bole. 

Théorème  V.  Si  la  ligne  A  passe  par  le  centre  de  la 
conique  C ,  et  qu'en  ce  point  le  coefficient  angulaire  m  de 
la  tatigente  ii  !a  courbe  A  ne  soit  ni  nul  ni  infini ,  c'est- 
à-dire  si  la  tangente  n'est  parallèle  à  aucun  des  deux  axes , 
la  ligne  Ba  une  brancbe  infinie  ayant  pour  asymptote 


Théorème  fl.  Lorsque  la  conique  C  est  une  hyper- 
bole, outre  les  asymptotes  données  par  les  théorèmes 
précédents,  la  ligne  B  a  encore  des  asymptotes  en  nombre 
^néralement  égal  au  nombre  des  points  d'intersection 
de  la  ligne  A  et  des  asymptotes  de  l'hyperbole  C.  Voici 
la  construction  à  faire  pour  obtenir  l'asymptote  corres- 
pondant à  l'un  des  points  d'intersection. 

Par  le  point  d'intersection  qu'on  a  choisi ,  on  mène 
nne  tangente  à  l'hyperbole  C,  puis  par  le  point  de  con- 
tact une  normale  à  la  même  courbe;  l'asymptote  de  la 
ligne  B  sera  parallèle  à  cette  normale.  On  aura  ensuite 
l'abscisse  i  l'origine  de  la  même  asymptote  en  prenant 
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une  quatrième  proportionnelle  aun  ax«  <i  et  &  et  à  moins 

l'ordonnée  à  l'origine  de  la  normale  précédente. 

Les  théorèmes  généraux  précédents  conduisent  immé- 
diatement aux  conséquences  suivantes  : 

'  I .  Lorsque  la  conique  Ç  est  une  parabole  et  la  ligne  A 
une  ligne  droite,  la  ligne  B  est  une  parabole  dont  l'axe 
est  perpendiculaire  à  la  ligne  droite  donnée.  Dans  le  cas 
particulier  où  la  droite  A  est  tangente  à  la  parabole  C 
ou  parallèle  à  l'axe  de  cette  parabole,  la  ligne  Best  une 
normale  à  la  même  courbe  (tbéorèmes  I  et  IV). 

2.  Lorsque  la  conique  C  est  une  ellipse  ou  une  hy- 
perbole, et  la  ligne  A  une  ligne  droite  p  =  kat  -i-h,  la 
ligne  B  est  du  troisième  ordre ,  et  a  une  asymptote 

_      X  C'A 

'~      k      à'P±b'' 

Dans  le  caa  de  l'hyperbole,  le  théorème  VI  donne  deux 
autres  asymptotes. 

Ces  derniers  résuluu  ont  déjà  été  trouvés  par  MM.  Ter-  ' 
quem  et  de  Jonquières. 

3.  Lorsque  la  conique  C  est  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole, et  la  ligne  A  une  droite  p  =  ma  passant  par  le 
coitre  de  la  conique,  en  vertu  des  tbéorèmes  III  et  V,  la 
ligne  B  est  une  hyperbole  qui  a  pour  asymptotes 

Dans  le  cas  particulier  où  la  ligne  A  est  l'une  des  diagonales 
du  rectangle  construit  sur  les  deux  axes  de  la  conique  C , 
la  ligne  B  est  une  droite  perpendiculaire  à  la  diagonale, 
menée  par  le  centre  de  la  conique. 

4.  La  conique  C  étant  toujours  une  ellipse  ou  une  hy- 
perbole, et  1b  ligne  A  devenant  une  parallèle  à  l'un  des 
axes  de  la  conique ,  le  coefficient  h  du  théorème  IV  de- 
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vienl  nul  oo  iolini,  et  I'od  ne  peut  plus  affirmer  l'exis- 
tence de  la  branche  ioBnie  de  B  et  de  son  asymptote.  Dans 
ce  cas  on  trouve  trèe^acilemenl,p&run  calcul  direct,  que 
la  ligne  B  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole ,  suivant  que 
la  conique  C  est  elle-mèiçe  une  dlipse  ou  une  hyperbole. 
Tous  les  théorèmes  énoncés,  sont  la  conséquence  des 
formules  suivantes  : 

/»    '  P  ' 

^  ±  6' «»+<»'  P''  ±  è'a"  +  a'  p' 

I^es  deux  premières  sont  relatives  h.  la  parabole  rap- 
portée à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet,  et  les  deux 
dernières  sont  relatives  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole  rap- 
portées à  leurs  axes  :  a  et  p  sont  les  coordonnées  d'un 
point  du  plan  de  la  conique  C  d'où  l'on  mène  les  tangentes 
à  cette  courbe;  xetjr  senties  coordonnées  du  pomt  d'in- 
tersection des  nonnalei  correspondantes. 

Remarqua.  Les  formules  que  nous  venous  d'écrire 
conduisent  aussi  de  la  manière  la  plus  simple  anx  équa- 
tions des  développées  des  coniques. 

Note da  Rédacteur.  La  courbeB  a-t-elledes  poinu  don- 
blés  et  de  rebi-oussement?  et  combien?  Ces  données  dé-  * 
terminent  la  classe  de  la  courbe. 


«11RSTI0II  5*3. 

Correction,  o*-|-i4a*H-'  doit  être  élevé  au  cube. 
(Communiqué  par  M.  Le  Royer,  professeur  de  spéciales 
an  lycée  de  Bordeanx.) 
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8ILUTIW  MS  IGBKTMNS  483  ET  484 


Pâm  HH.  DE  LA  BRIÈRE  et  DE  CHARODON, 
filèrei  de  l'école  da  C*Tinea(c)aHe  de  H.  Gerono). 


Question  483. 
Le  volume  engendré  psr  le  triangle  recùligne  i 


iouTDuit  autour  de  AD  est 

5  ""■*"■ 

Le  volume  engendra  par   le  triangle  mixtiligne  ABC 
»t  ëgsl  au  volume  engendré  par  le  trapèze  A6CD  moins 
le  volume  engendré  par  le  segment  AC. 
Or,  le  volume  engendre  par  le  trapèze  est 

|irAD(BA'4-DcV  AB.DC)  j 

le  volume  engendré  par  le  segment  est 

le  volume  engendré  par  le  triangle  mixtiligne  sera  donc 

')• 
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Il  fiut  donc  prauver  qa'on  a  l'^alîté 

^«AD  (ZiVDr;VAB.DC-|DC'~^ÂD'\ 

oabieu 


2.AB.CD  =  DC  +  AD  =  AC. 

Abaissons  de  C  une  perpendiculaire  CH  sur  AB ,  op 
Aura 

ïc'=  ÂÏÏ  V  HC. 
Il  faut  donc  prouver  que 

2AB.CD  =  AH  +  HC. 
Or 

ic'=  CB  —  Bb'=  ÂB '—  BB  =  HÏlV ÂH V  a HB .  AH  —  HB' 
=  ÂH  +  aHB.AH; 

doue 

Âh'+  Qc'=  aAËV  3HB. AH  =  2AH.(AH  +  BH) 
=  2AH.AB. 
L'^alivë  À  prouver  devient  donc 

1AB.CD  =  2AH.AB, 
qui  eat  évidente  puisque  AH  ^  CD. 
Question  484. 

Ce  théorème  est  un  corollaire  du  précédent. 

Nous  venoM  de  démontrer  que  le  volume  eufjendrë  ptr 
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le  Iriaugle  miztiligne  ABC  ëuit  égal  an  volume  engen- 
dre par  ABD.  Betranchaat  de  chacun  de  ces  volumes  la 
partie  commune  engendrée  par  le  triangle  miztiligne 
ABM,  il  reste  les  volumes  engendrés  par  les  triangles 
miztilignes  MBC ,  ADM  et  qui  doivent  être  ^aux.  Ajou- 
tant à  chacun  de  ces  volumes  le  volume  engendré  par 
DMC,oDa 

vol.  AMCD=:vol.BDC. 

G.    Q.    F.    D. 


mmw  mmm  bis  mivm  w  kt  m 


Pak  m.  drouard, 

$Hn  du  lycée  NapnléOD. 


Question  4S3. 

D'un  point  B  extérieur  à  une  <:)rcouférencc  O,  on 
mène  deux  tangentes  BA  et  BC;  on  projette  C  en  D  aur 
le  rayon  OA  et  l'on  fait  ex^uter  une  révolution  com- 
plète A  la  figure  anlour^de  OA ,  l'un  des  rayons  des  points 
de  contact;  il  faut  démontrer  que  le  volume  engendré  par 
le  triangle  mixtiligne  CBA  est  équivalent  au  c6ne  engen- 
dré par  le  triangle  BDA. 

Le  volume  engendré  par  le  triangle  mixtiligne  CBA 
est  équivalent  au  volume  du  tronc  de  cône  à  bases  paral- 
lèles engendré  par  le  trapèze  rectangle  ABCD ,  moins  le 
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volume  du  segDMnt  sphérique  cDgendi'é  par  CDA  : 

vol.  BAHC  =  vol.  ABCD  --  vol.  CDAM. 
Soi  eut 

BA=:a,      CD=i,      OA  = /■, 
iiou.s  aurons 

volBAMC  =  I X  AD{-j'+  i'+  ni)  —  -  X  t' X  AD  —  ^  X  Âd' 
3  '  3  h 

=  gXAD(2a'-haui  _t>_ÂD'). 

Le  volume  eogeiidré  par  le  Iriaagle  BDA  est  un  c&ae  qui 

a  pour  mesure 

il  faut  donc  prouver  que  l'on  a 

riab  —  A'  =  AD'=:  (/■  +  OD)'. 
m  DOUH  menons  OC  ,  le  triangle  rectangle  ODC  donne 

unus  aurons  donc  : 

2n*  — i'  =  ''  +  r' —  i'+  ?./  ^r'  —  è', 

d'où  t'oD  tire,  par  un  calcul  facile , 

n  suffit  donc  de  déownlrfir  l'existeace  de  telte  équa- 


bv  Google 


(56) 
tton.  A  cet  effet,  joîgooDs  le  point  B  aa  centre  O,  cette 
droite  BO  est  bissectrice  de  l'angle  ABC  et  est  perpendi- 
culaire sur  le  milien  de  la  droite  AC  puisque  le  triante 
ABC  est  isocèle;  soit  I  le  point  où  BO  coupe  AC  \  dési- 
gnant AI  par  X ,  le  triangle  rectangle  OIA  donne 

6ï'=  r'  —  X', 

le  triangle  rectangle  AIB 

BÎi=  a'  ~  X'. 

5i  nous  faisons  la  sontme  de  ces  deux  ^atitis  et  que  nous 
augmentions  de 


a .  01 X  BI  =  2  V  l '■■-''){'''-*' ) 
chaque  membre  de  l'égalité  obtenue,  nous  aurons 
Ôï'-+-aOÏxBH-w' 


=  t'~.x'^a^  —  x'  +  it)/(r'  —  x'}(a'--x')=.BO. 
Or  dans  le  triangle  rectangle  OBA ,  un  a 


■  =  v'(" 

-'•){« 

-»■), 

p'  =  (r"- 

-')(«'- 

*■). 

)=»V 

Les  triangles  AIO,  ADC  sont  semblables,  puisqu'ils 
■ont  recUngles  et  que  l'angle  A  leur  est  tommuii.  On  a 
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-  ^'"'  ^^'  ('^' + '') — "*  ' 


C      Q.    F.    D. 

Question  484. 

La  même  Bgare  étant  faite  que  précédemment  et  exécu- 
lant  la  même  révolution ,  il  faut  prouver  que  le  sèment 
sphérique  engendré  par  CDA  est  équivalent  au  volume 
engendré  par  le  triangle  CBD. 

Le  volnme  engendré  par  te  triangle  CBD  est  équiva- 
lent au  volume  engendré  par  le  trapèze  ABCD,  moins  le 
volume  engendré  par  le  triangle  BDA.  Il  faut  donc  prou- 
ver que 

vol.  CDA  =  vol.  ABCD  —  vol.  BDA. 

"-'-X  AD  +gX  AD'=gX  AD(«'4-  6' -H  an)—? 
X  AD  a', 
3A'  +  Ad'=  (a'  +  è'  4-  «i  )  —  an', 

(r+OD)'=  2<j6  — fr', 
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ce  que  nous  avons  prouvé  plus  haut. 

Note.  MM.  Henri  Oelorme,  élève  dn  lyc^  Loois-le- 
Grand,  Charles  Kessler,  élève  du  Prjtanée  Militaire,  et 
Puech,  élève  dn  lycée  de  Castres,  ont  résolu  ces  deux 
questions  de  la  même  manière. 


lETBMMATION  DU  DEGRfi  DE  L'ÏOVATMIII  DR  CERTUNKS 
SURFACES  ENVELaPPBS; 
P«it  H.  Ta.  MOUTARD. 


On  est  fréquemmoit  conduit,  dans  l'étude  des  inrfaces 
et  des  lignes  ï  double  coarbure  algébriques ,  à  rechercher 
le  degré  dn  résultât  de  certaines  élïminaiions  spéciales  où 
l'application  immédiate  du  théorème  de  Bezout  conduirait 
à  un  nombre  trop  élevé.  Plusieurs  de  ces  questions,  par- 
ticulièrement celles  qui  se  rapportent  au  contact  des  sur- 
faces et  aux  surfaces  enveloppes ,  se  résidvent  simplement 
parla  considération  dedeux  lieux  géométriques,  à  savoir: 
I  "  le  lieu  du  point  dont  les  plans  harmoniques  par  rap- 
port à  quatre  surfaces  données  se  coupent  en  un  même 
point;  3°  le  Heu  du  point  dont  les  plans  Itarmoniçues 
par  rapport  à  trois  surfaces  données  se  coupent  suçant 
une  même  droite. 
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1.  L'étude  du  premier  de  ces  deux  lieux  n'offrant  au- 
cune difficulté,  je  me  bornerai  à  énoncer  les  résultats 
auxquels  elle  conduit.  • 

Soient  donc 


tes  équations  de  quatre  surfaces  algébriques  mises  sous 
forme  homogène,  désignons  d'ailleurs  par  /,  m,  n,  p 
leurs  degrés  respectifs  et  par  Xy  y,  z,  t  les  coordonnées 
variables  ;  on  trouve  immédiatement  que  le  lieu  du  point 
dont  les  plans  harmoniques  se  coupent  suivant  un  même 
point  est  la  surface  représentée  par  l'équation 

rfL      dL      dL      rfL 

ajE      dj       d*        dt 

rfM     dVi     dVL     (<H 

dx       dy        dt        dt 

rfN      rfH      -VN      rfN 

(£r       dy        dt        dt 

dP       dP      dp       dP 

dx       tfy      dt        dt 

Le  degré  de  celte  surface  étant  égal  à 

(/  +  „+, +p_4) 

on  a  les  théorèmes  suivants  : 

1°.  Dans  le  résnau  des  surfaces  représentées  par  l'é- 
quation 

iL-|-;tM-»-»S^o, 

an  >,  ft,  V  sont  des  conauates  arbitraires,  il  y  en  a  une 
infinité  qui  sont  tangentes  à  la  surface  P;  le  lieu  des 
points  de  contact  de  toutes  ces  surfaces  avec  P  est  la 
courbe  (P,  A)  d'ordre  p^^-H- m -f- «  + ;»  —  4). 

a°.  Dans  le  faisceau  des  surfaces  représentées  par  l'é- 
qtutîon 
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il  en  existe  en  général  np  (l+m-t-n  +  p~~^)  qui  sont 
tangentes  à  la  courbe  d'intersection  de  N  ^  o  et  de  P  ^  o, 

3".  L'équatîbn  de  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire 
les  coefficients  de  l'équation  d'une  surface  de  d^ré  m 
pour  qu'elle  soit  tangente  à  ta  courbe  d'intersection  de 
deux  surfaces  données,  l'une  de  degré  n,  l'autre  de  de- 
gré p,  est  par  rapport  à  ces  coefGcients  de  degré 
np(amH-n-l-p  — 4). 

4°<  La  surface  enveloppe  de  toutes  les  surfaces  de  de- 
gré l  dont  )ea  coefUcients  sont  des  fonctions  de  degré  m  de 
trois  paramètres  variables  liés  entre  eux  par  deux  rela- 
tions, l'une  de  degré  n,  l'autre  de  degré' p,  est  en  géné- 
ral d'un  ordre  marqué  par  Inp  (am  +  n  +  p  —  4)- 

2.  Le  lieu  géométrique  du  point  dont  les  plans  haiv 
moniques  par  rapport  à  trois  surfaces  passent  par  une 
même  droite,  consiste  en  une  ligne  i  double  courbure, 
dont  la  définition  algébrique  complète  exige  la  connais- 
sance de  quatre  surfaces.  Soient  en  effet 

L  =  o,     M  =  o,     N  =  o, 

les  équations  de  trois  surfaces  algébriques  respectivement 
d'ordre  X-i-  i,  ii-hi,  v-(-i;les  plans  harmoniques 
d'un  point  x,  y,  z,  t  par  rapport  à  ces  surfaces  ont  pour 
équations  . 


HZ-~-t-T-^  =  o 


Pour  que  ces  trois  plans  passent  par  une  même  droite, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de 
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(6.  } 


'  p  ï  ^*   I 

^  rfL  dL  rfL 

rfi  df  Ht  dt 

A=     ^  £M  rfM  JM      =o(')- 

<£e  rfr  dz  dt 

rfH  rfH  £N  rfH 

dix  ((v  </z  (à 

Le  lieu  chercha  consiste  donc  dans  le  système  des  points 
communs  à  toutes  les  surfaces  que  peut  représenter  l'é- 
quaUon 


Or  il  est  aisé  de  voir  que  toutes  ces  surfaces  passent  par 
lye  même  courbe,  et  qu'il  est  en  général  impossible  de 
définir  celle-ci  d'une  manière  précise  avec  moins  de 
quatre  équations.  Considérons  en  effet  les  quatre  sur- 
faces 


A  =  — ~o,    B  =  -=o 


1  a  identiquement 


Par  suite  les  coordonnées  de  tout  point  situé  sur  deux 
d'entre  elles 

A  =.  o    et    B  =  o 

C;  C«li  ne  s'icMnle  pu  arec  lo  nnlMt  (  t.  XTI ,  p.  iG3).  Ou  ^t  l'er- 
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satisfont  aux  é(|uatiot]s 


rfL 

</L 

rfî 

rfT 

rfM 

rfM 

rfz 

rf( 

rfN 

rfN 

"Â 

rfr 

PC  =  o, 

QC  = 

o. 

BC 

PD  =  o, 

QD  = 

o. 

BD 

D'autre  part  les  éjuations 

P  =  o, 

Q  = 

B  = 

enti-atoent  cvidemment 

A  — 

o     et 

B 

=  0 

sans  entrainer 

C  = 

0     et 

D 

=  o 

Délit  résulte  que  dans  le  système  des  points  communs  à 
A  et  à  B,  il  faut  distinguer,  à  cAté  des  points  situés  aussi 
■ur  C  et  D,  lesquels  forment  une  courbe  i,  les  points  com- 
tnnns  P,  Q,  R.  Ceux-ci  forment  eux-mêmes  une  courbe 
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S  qui  De  c<Histîtue  en  général   l'intersection  complète 
d'aucun  couple  de  surfaces  atgébrtcpies ;  car  les  identitës 

„rfL      „rfM      „rfN 


montrent  que  l'ipterseciion  complète  de  P  el  Q  se  com- 
pose, d'une  part,  de  la  courbe  commune  aux  deux  sur- 
faces 


et,  d'antre  part,  d'une  courbe  ^'située  sur  R.  L'intersec- 
tion complète  de  A  et  B  se  compose  donc  de  deux  cour* 
bes  :  la  conrbe  principale  d  qui  constitue  le  lieu  cherché 
et  une  courbe  auxiliaire  3'.  Si  l'on  adjoignait  aux  deux 
surfaces  Â  et  B  la  surface  C^o,  laquelle  ne  contient 
pas  à',  la  courbe  (}  ne  se  trouverait  pas  encore  entière- 
ment définie,  car  parmi  les  points  où,  3'  rencontre  C,  il 
en  existe  qui  ne  sont  pas  situés  «or  i^,  À  savoir  les  points 
communs  aux  trois  surfaces 


La  discussion  qui  précède  permet  d'établir  immédiate- 
ment le  nombre  des  points  où  la  courbe  d  est  rencontrée 
par  un  plan,  OU  plus  généralement  par  une  surface  al- 
gébrique de  degré  m,  F  =  o.  Pour  cela,  je  remarque 
que  les  surfaces 

ont  respectivement  pour  degrés 
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le  iiombi-t:  des  points  communs  A  F,   A,   B  est  donc 
m  (X  4-  f;L  +  v)'  ;  il  se  compose  des  points  d'interaection 
de  F  et  (}  et  des  points  d'intersection  de  F  et  d' ;  or  ces  der' 
niers  sont  les  points- commun  s  À  F,  P,  Q ,  en  exceptant  les 

poinU  communs  a  t ,  -t-j  -^i  ils  sont  donc  en  nombre 

et  par  suite  le  nombre  cherché  est 

m[(H-f.  +  a;'—  p.  — ni— V] 
ou 

M  (i'  +  ft'  +  V'  +  f.»  +  ïH-  V  )■ 

On  peut  ajouter  que  le  nombre  des  points  communs  aux 
deux  courbes  è  et  è'  est  égal  à 

Si  l'on  joint  à  ces  résultats  le  degré  de  la  surface  dévelop- 
pable  formée  par  les  laiigentes  à  la  courbe  â,  lequel  peut 
s'établir  par  des  considérations  analogues  un  peu  plus 
complexes,  et  que  je  trouve  égal  à 

2  (i  +  fi  +  ï  —  i)(i'  H-  f'+  »'  +  (*ï  +  »1  -I-  V) 
_  (  p,  +  vl -t- V  )  (  1  +  f*  +  *  }  +  >f" . 

on  aura  tous  les  éléments  essentiels  relatifs  à  celte  courbe  ; 
car  on  en  déduira  par  les  formules  de  Steiner  le  degré  et 
la  classe  des  cônes  qui  ont  cette  courbe  pour  directrice; 
le  nombre  de  leurs  arêtes  doubles ,  de  leurs  plana  d'in- 
tlexion,  de  leurs  plans  doublement  tangents,  et  par  suite 
aussi  le  nombre  des  plans  osculateurs  que  l'on  peut  me- 
ner à  la  courbe  par  uu  point  quelconque,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  ta  classe  de  la  surface  développable  for- 
mée par  ses  tangentes.  La  connaissance  du  nombre  des 
points  on  la  courbe  d  est  rencontrée  par  une  surface  al- 
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gébnqne,   fournit  la  sointion  de  U  question  suivante  : 
Dans  h  faisceau  des  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion 

oà  M  est  de  degré  fi  + 1 ,  N  de  degré  m  -+- 1,  combien  y 
en  a-t-it  qui  soient  tangentes  à  une  surface  donnée  L 
de  degré  ï.  +  i . 

Il  suik,  CD  effet,  des  propriétés  connues  du  planliar- 
oionique,  que  les  points  de  contact  de  L  avec  les  diverses 
surfaces  du  faisceau  qui  lui  sonl  tangentes  sont  situés  sur 
U  courbe  i  relative  aux  trois  surfaces  L ,  M  ei  N  et  que 
leur  nombre  est  par  conséquent  égal  à 

D'ordinaire  OD  suppose  fx  =  v ,  cette  fortaule  devient  alors 

{H-i)(l'-+-2V  +  3fi'), 

et  le  résultat  qu'elle  exprime  peat  s'énoncer  sous  la  forme 
suivante,  utile  à  signaler  : 

L'équation  de  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire 
les  coefficients  dts  équations  de  deux  surfaces  algé- 
briques r  une  d'ordre  "k  -\- 1 ,  l'attire  d'ordre  ft-+i,pow 
'que  ces  deux  surfaces  soient  tangentes  entre  elles,  est  de 
degré 

(n-i)(r  +  2ip  +  3(.') 

par  rapport  aux  coe^ients  de  la  seconde,  et  de  degré 

ff*  +  '}(c'  +  31fx-t-31') 

par  rapport  aux  coefficients  de  la  première. 

De  ik  on  déduit  enfin  que  : 

La  surface  enveloppe  de  toutes  les  surfaces  de  degré 
1  dont  les  coejfficients  sont  des  fonctions  de  degré  m  de 
4i».  4»  MilUaul.,  t.  XIX.  (Féirier  i86o.  )  5 
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trois  paramètres  arbitraires  iiés  entre  eux  par  une  relw 
tion  unique  de  dcgi-é  n  est  en  général  d'un  ordre  mar- 
qué par 

Ce  théorème  et  son  analogue  de  la  fin  da  □"  i  sont 
susceptibles  d'applications  importantes  dans  la  théorie 
des  surfaces  algébriques.  Ils  permelleat  entre  autres 
d'obtenir  immédiatement  des  résultats  analogueï  à  quel- 
ques-uns de  ceux  énoncés  pour  les  courbes  dans  un 
Mémoire  de  M.  Steiner  présenté  dans  la  séance  des  sec- 
tions réunies  de  l'Académie  de  Berlin  du  la  août  1848 
(/ournu/deLiouville,  t.  XVDI,  p  !lo9).}eme  bornerai 
à  citer  les  deux  suivants  : 

Lorsqu'un  point  O  parcourt  une  surface  de  degré  r,  la 
surface  polaire  de  degré  (m  — p)  du  point  O,  par  rapport 
à  une  surface  donnée  d'ordre  m,  est  enveloppée  par  une 
surface  de  degré 

("•-?)'[('-■)■+"('- ■)(/>-■) +  3(/' -.)']. 

Lorsque  le  point  O  p<ircourt  la  courbe  d'intersection 

de  deux  surfaces  de  degré  r  et  /,  la  polaire  de  degré 

m  —  ^  du  point  O,  par  rapport  à  une  surface  de  d^ré  m, 

est  enveloppée  par  nne  surface  de  d^ré 

{m_p)rr'(?,;»  +  r  +  r'-4). 
En  faisant 

on  trouve 

{n,-p)r[r+ip~3), 

ce  qui  est  le  résultat  donné  par  M.  Steinu'  (p.  3ii  du 
Mémoire  cité). 
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APPLICATION 

Il  U  baisrinitifi  par  rijo»  fetUirs  réupnqi»  (*)  à  VMt  k  la 

urficc  eiTtlippe  i'ut  ipbère  Uigtib  i  tnis  ifïim  dHiéu  ; 

Pu  M.  A.  HANNHEIH. 

1.  M.  Dupin,  à  U  p.  aa  du  t.  I"  de  la  Correspon-^ 
Aftnce  sur  l'Ecole  Polytechnique  f  A  monlré  que  les  lignes 
de  courbure  de  U  surface  dont  il  s'agit  sont  des  circon- 
férences; à  la  p.  4aodu  1. 11",  le  même  géimètre  a  donn4 
l'analyse  d'un  Mémoire,  qui  u'apas  été  imprimé,  relatif 
aux  principales  propriétés  de  cette  surface;  enfin,  dans 
les  jippîications  de  Gèométriei  p.  soo,  on  trouve  les 
démonstrations  de  la  p/upart  des  propriétés  de  cette  même 
surface,  que  M.  Dupin  désigne  sous  le  nom  de  cyclide. 

Je  me  propose  de  faire  voir  comment,  au  moven  de  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques ,  on  ar- 
rive simplement  aux  propriétés  connues  de  la  cyclide  et 
à  d'autres  qui  n'ont  pas  été  remarquées. 

le  vais  d'abord  montrer  qu'on  peut  toujours  trans- 
former une  cyclide  en  tore;  cette  transformation  étant 
faite,  il  ne  restera  plus  qu'à  revenir  des  propriétés  du 
tore  aux  propriétés  de  la  cyclide. 

2.  Lbhicb.  On  peut  toujours  transformer  un  groupe 
de  trois  sphères  données  en  un  groupe  tie  trois  autres 
sphères  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite.  Le  lieu  des 
pôles  de  transformation  est  la  circonférence  qui  coupe  à 
angle  droit  les  grands  cercles  des  sphères  données  situés 
dans  le  plan  passant  par  leurs  centres- 

«  traiail  qus  deeetta  trai»rorai(tioa  et 
*r  raX""  "f'evri  réclprofurt. 
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IJ  est  bien  évident  que  les  pôles  de  transformation  doi- 
vent être  dans  le  plan  des  centres  des  sphères  données. 
Il  est  bien  clair  aussi  qae  si  nous  transformons  les  grands 
cercles  situés  dans  ce  plan  en  trois  autres  dont  les  cen- 
tres sont  en  ligne  droite,  la  même  transformation  donnera 
lieu  pour  les  trois-sphères  à  trois  autres  sphères  dont  les 
centres  sont  en  ligne  droite. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  ce  problème  de  géomé- 
trie plane  :  Transformer  trois  cercles  en  trois  autres  cer- 
cles dont  les  centres  sont  en  ligne  droite. 

Chacun  des  points  de  la  circonférence  qui  coupe  or- 
thogonalemenl  les  circonférences  données,  peut  être  pris 
pour  p6le  de  transformation .  En  effet ,  si  l'on  prend  un 
de  ces  points  pour  pôle ,  cette  circonférence  orthogonale 
se  transforme  en  une  droite  qui  coupe  à  angle  droit 
les  transformées  des  circonférences  données  ;  cette  droite 
coupant  à  angle  droit  ces  transformées,  contient  leurs 
centres;  donc,  etc. 

3.  La  çf^clide  se  compose  généralement  de  quatre 
nappts. 

D'après  le  lemme  précédent ,  nous  pouvons  transformer 
les  trois  sphères  données  en  trois  autres  sphères  dont  les 
centres  sont  en  ligne  droite,  c'est-à-dire  transformer  \i 
cyclide  en  tore. 

Eiamînons  ce  qui  se  passe  dans  te  cas  particulier  où 
les  centres  des  sphères  dontiées  sont  en  ligue  droite.  Pour 
cela,  menons  par  cette  ligne  un  plan  quelconque  qui 
coupe  les  sphères  suivant  trois  cercles.  On  peut  généra- 
lenmkt  mener  à  ces  circonférences  huit  circonférences 
tangentes,  mais  ces  huit  circonférences  sont  symétriques 
deux  à  deux  par  rapport  à  la  ligne  des  centres  des  circon- 
férences données.  En  faisant  tourner  toute  la  figure  autour 
de  cette  droite ,  on  n'engendrera  donc  que  quatre  tores.  A 
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ces  quatre  tores  correspondent  les  quatre  nappes  de  la  cy- 
clide.  Les  huit  cercles  qui  engendrent  les  quatre  tores 
pouvant  se  réduire  selon  les  positions  relatives  des  grands 
cercles  auxquels  ils  sont  tangents,  on  voit  que  ce  n'est 
que  dans  le  cas  le  plus  général  que  la  cyctide  se  compose 
de  quatre  nappes. 

4.  Les  nappes  de  la  cycUde  se  coupent  deux  à  deux 
suivant  des  circonjérences. 

Car  les  tores  provenant  de  la  transformation  de  la  cy- 
clide  se  coupent  deux  à  deux  suivant  des  circonférences. 
Nous  verrous  plus  loin  que  ces  intersections  sont  des  li- 
gnes de  courbure  de  la  cyclide.  En  transformant  les  tores 
pour  revenir  à  la  cyclide,  on  peut  prendre  le  pâle  de 
transformation  sur  la  surface  de  l'un  d'eux  ou  en  un  point 
de  Tune  des  ciitonfërences  résultant  de  leur  intersec- 
tion ;  dans  le  premier  cas ,  la  cyclide  a  une  nappe  s'éteu- 
dant  à  l'iiiBni  ;  dans  le  deuxième  cas ,  il  y  a  deux  nappes 
s'étendant  à  l'infini. 

Nous  allons  étudier  en  particulier  l'une  des  nappes  de 
la  surface,  c'est-à-dire  la  cyclide  provenant  de  la  iraos- 
formation  d'un  tore. 

5.  Les  lignes  de  courbure  de  la  efclide  sont  des  cir- 
conférences (*). 

Le  tore  a  pour  lignes  de  courbure  les  méridiens  et  les 
parallèles;  comme  ces  lignes  sont  des  circonférences, 
leurs  transformées  sont  aussi  des  circonférences  ;  donc,  etc. 

6.  Le  plan  d'une  ligne  de  courbure  de  ta  cyclide 
coupe  cette  surface  partout  sous  le  même  angle. 

Par  un  point  quelconque  p  de  l'espace,  on  peut  toujours 
faire  passer  des  sphères  contenant  les  parallèles  ou  les  mé- 
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ridiens  d'^in  tore  donné.  Toutes  ces  sphères  coupent  le 
tore ,  le  long  de  leurs  ligues  d'intersection,  sous  le  même 
angle. 

En  transformant ,  le  p6le  de  transformation  étant  en  p, 
ces  sphères  deviennent  les  plans  des  lignes  de  courbure  de 
la  cyclidc  ;  donc ,  etc. 

En  transformant  par  rapport  à  un  point  quelconque, 
on  voit  que  : 

Vne  sphère  qui  rencontre  une  cyclide  suivant  une 
ligne  de  courbure,  coupe  cette  surface  partout  sous  le 
même  angle. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  suivant  : 

Si  une  surface  a  une  ligne  de  courbure  sphériqne ,  la 
sphère  sur  laquelle  se  trouve  cette  ligne  de  courbure 
coupe  la  surface  partout  sous  la  même  angle  (*). 

Ce  théorème  comprend,  comme  cas  particulier,  le 
théorème  suivant, de  M.  Joachîmstahl,  d'oùonl'adéduit: 

Si  dans  une  surface  une  ligne  dr  courbure  est  plane, 
le  plan  de  cette  ligne  coupe  la  surface  partout  sous  le 
même  angle  {**). 

7.  La  eyclide  admet  toujours  deux  plans  tangents  qui 
la  toucfwnt  suivant  des  lignes  de  courbure. 

Par  UD  point  quelconque  p  de  l'espace,  on  peut  tou- 
jours mener  deux  sphères  tangentes  à  un  tore.  Les  lignes 
de  contact  sont  un  méridien  et  un  parallèle,  ou  deux  mé- 
ridiens, ou  deux  parallèles. 

En  prenant  p  pour  pôle  de  transformation ,  le  tore  de- 
vient une  cyclide  et  les  sphères  tangentes  des  plans  tan- 
gents à  cette  surface.  I  es  lignes  de  contact  sont  les  trans- 


(•)  VoirJoanuideM.  LiouTille.t.  XVIII ,  p.   iiS, 
fitcetdoHI  to*itCiiei  lifftesde  coarhure  tant  plaïKt  ou  tph 

(")  Voir/oBTii-liieli.Crdle.t.  XXX,  p.  347,  t 
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forméea  des  lignes  de  courbure  du  tore ,  c'est-à-dire  des 
ligues  de  courbure  de  la  cycHde. 

Lorsque  les  deux  plaus  touchent  la  cjclide  suivant  des 
lignes  de  courbure  d'un  même  système,  cette  surface 
peut  £tre  considérée  comme  l'enveloppe  d'une  sphère  tau* 
génie  à  deux  plans  et  k  une  sphère  donnée. 

8.  La  cyclide  peut  être  considérée  de  deux  manièrei 
différentes,  comme  la  surface  enveloppe  de  sphères  tan- 
gentes à  trois  autres. 

Le  tore  peut  être  considéré  comme  l'enveloppe  d'une 
sphère  langente  à  trois  autres  dont  les  centres  sont  eu  li- 
gne droite,  ou  comme  l'enveloppe  de  sphères  tangentes  à 
trois  autres  sphères  dont  les  rayons  sont  égaux.  La  trans- 
formation den  sphères  de  chacun  de  ces  systèmes  de  gé- 
nération conduit  aux  deux  systèmes  de  sphères  dont  la 
cyclide  est  l'enveloppe. 

Nous  appellerons  premières  sphères  de  la  cyclide,  celles 
qui  correspondent  aux  sphères  de  rayons  égaux  du  tore, 
eideuxièmes  fphèret  celles  qui  correspondent  aux  sphères 
enveloppant  le  iore,etdonl  les  centres  sont  en  ligne  droite. 

Si  l'on  se  donne  trois  des  premières  sphères,  les 
deuxièmes  sphères  enveloppent  la  cyclide,  que  l'on  ob- 
tient encore  eu  cherchant  l'enveloppe  des  sphères  tan- 
gentes à  trois  des  deuxièmes  sphères  supposées  fixes. 

Il  est  facile  de  voir  que  pour  le  tore ,  dans  l'un  ou  l'au- 
tre système  de  génération ,  les  lieux  des  points  de  contact 
des  sphères  variables  et  des  sphères  fixes  sont  des  circonfé- 
rences ;  on  a ,  d'après  cela ,  par  la  transformation ,  le  théo- 
rème suivant,  dû  à  Dupuîs  (*)  : 

Les  lieux  des  points  de  contact  des  sphères  mobiles  et 
dei  sphères  fixes  sont  des  circonférences. 

(■)  CorrttpemJme» imr  l'Étah  PolritclUiifue,t.t,  p.  19;  I'  II,  p.  ^11, 


b,  Google 


(7») 
Oa  peut  ajouter  que ,  ces  circonférences  sont  des  lignes 
de  courbure  de  la  surface  enveloppe  des  sphères  mobiles. 

9.  Le  lieu  des  centres  de  courbure  de  la  cyclide  se 
compose  de  deux  coniques  situées  dans  des  plans  per- 
pendicidaires  entre  eux. 

M.  Dupin  a  dt^moutré  ce  théorème  d'une  manière  très- 
simple  dans  ses  ^applications  de  Géométrie. 

Nous  allons  exanÙDer  séparément  le  lieu  des  centres 
des  sphères  de  chacun  des  systèmes. 

Commençons  par  le  lieu  des  centres  des  deuxièmes 
sphères,  c'est-à-dire  qui  correspoudenl  k  celles  du  tore 
qui  ont  leurs  centres  en  ligne  droite. 

Les  centres  de  ces  sphères  sont  dans  le  plan  passant 
parle  pftlcde  transformation  et  par  l'axe  du  tore  qui  a 
donné  lieu  à  la  cyclide  que  noas  considéroDS. 

Nous  voyons  donc  déjà  que  le  lieu  des  centres  des 
deuxièmes  sphères  est  une  courbe  plane-,  nous  poavons 
ajouter  que  le  plan  de  cette  courbe  est  un  plan  de  symé- 
trie de  la  cyclide.  Ce  plan  coupe  la  cyclide  suivant  deux 
circonférences ,  le  lieu  des  centres  est  maintenant  facile  à 
trouver,  puisque  ce  n'est  autre  chose  qne  le  lieu  des  points 
également  distants  de  ces  deux  circonférences,  c'est-à- 
dire  une  conique  ayant  pour  foyers  les  centres  de  ces  cir- 
conférences. 

Examinons  le  lieu  des  centres  des  premières  sphères. 

Par  le  pôle  p ,  menons  une  sphère  coupant  orthogona- 
lement  le  tore,  qui  par  la  transformation  conduit  à  la 
cyclide  que  nous  considérons;  à  cette  sphère  correspond 
un  plan  qui  doit  contenir  les  centresdes  premières  sphères. 
Ce  plan  est  évidemment  un  plan  de  symétrie  de  la  cyclide. 

Les  centres  des  premières  sphères  doivent  se  trouver 
aussi  sur  la  surface  conique ,  que  l'on  obtient  en  joignant 
p  aux  centres  des  premières  sphères  du  tore. 
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Le  lieu  cherché  étant  sur  un  plan  et  sur  un  cAne,  est 
la  courbe  d'intersection  de  ces  surfaces ,  c'est-à-dire  une 
conique. 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  cyclide  se  com- 
pose doDC  de  deux  coniquea  ;  il  est  facile  de  voir  que 
chacune  d'elles  a  pour  sommets  les  foyers  de  l'autre. 

La  sphère  qui  passe  par  p  et  qui  coupe  orthogonale- 
ment  le  tore,  a  son  centre  sur  l'axe  de  cette  surface; 
elle  est  donc  coupée  à  angle  droit  par  tous  les  plans 
méridiens;  mais  par  la  transformatioD  elle  devient  un 
plan  de  symétrie  de  la  cyclide;  ce  plan  doit  doDC  être 
perpendiculaire  au  plan  mëridiea  passant  par  p ,  qui  est 
aussi  plan  de  symétiie  de  la  cyclide.  Nous  voyons  donc 
que  les  plans  de  symétrie  de  la  cyt^lide  sont  perpendicu- 
laires entre  eux. 

10.  Les  plans  des  circonférences,  lignes  de  courbure 
àeUi  cyclide,  passent  par  deux  droites  perpendiculaires 
entre  elles. 

.  Par/)  faisons  passer  des  sphères  contenant  les  paral- 
lèles du  tore  transformé  de  la  cyclide,  toutes  ces  sphères 
se  coupent  suivant  un  petit  cercle  qui  passe  par  p ,  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  du  tore,  et  dont  le 
centre  est  sur  cet  axe.  De  même ,  les  sphères  passant  par  p 
et  qui  contiennent  les  méridiens  du  tore,  se  coupent  sui-  ' 
vaut  une  circonférence  située  dans  le  plan  méridien  qui 
contient  p. 

En  transformant  toutes  ces  sphères,  on  a  les  plans  des 
lignes  de  courbure  ;  tous  ces  plans  passent  par  les  trans- 
formées des  deux  ci  rconférences  que  nous  venons  de  trou- 
ver, c'est-à-dire  par  deux  droites. 

Chacune  de  ces  droites  est  dans  un  plan  de  symétrie  et 
perpendiculaire  à  l'autre;  elles  doivent  donc  être  perpen- 
diculaires entre  elles. 
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Ces  droites  sont  les  axes  radicaux  des  deux  systèmes 
de  sphères  qui  engendrent  la  cyclide. 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  est  un  cas 
particulier  du  théorème  suivant,  dû  à  M.  Bonnet  {")  : 

Dans  toute  surface  à  lignes  fie  courbure  planes ,  les 
plans  des  lignes  de  courbure  d'un  même  système  sont 
tangents  à  un  cylindre,  et  les  deux  cylindres,  enveloppes 
respectives  des  lignes  dé  courbure  du  premier  et  du  se- 
cond système,  ont  leurs  génératrices  perpendiculaires .    . 

1 1 ,  Les  centres  des  circonjérences ,  lignes  fie  courbure 
de  la  cyclide ,  sont  sur  deux  courbes  planes  transformées 


de 


coniques. 


Les  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles  que  nous 
veuons  de  trouver,  coupent  les  plans  de  symétrie  en 
deux  points.  Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de 
ces  points  sur  les  tangentes  aux  coniques  lieux  des  centres 
de  courbure  de  la  cyclide ,  ne  sont  autres  que  les  cen- 
tres des  circonférences,  lignes  de  courbure.  On  sait  que 
le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'an  point 
fixe  sur  les  tangentes  d'une  conique,  est  la  transformée 
d'une  conique  ;  donc,  etc. 

12.  Le  lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  la 
cyclide  le  long  des  lignes  de  courbure  se  compose  des 
axes  radicaux  des  deux  systèmes  de  sphères  (**). 

On  démontre  facilement  celle  propriété,  en  remar- 
quant que  les  plans  de  symétrie  coupent  la  cyclide  sui- 
vant des  circonférences  qui  ont  pour  centres  de  similitude 
les  points  où  ces  mêmes  plans  sont  coupés  par  les  axes  ra- 
dicaux des  systèmes  de  sphères. 

(')  Journal  de  l'École  Palytechtàque,  35*  obier,  p.  i37. 
(**)  Vov  un  Mémoire  de  M.  Chislei  i,Corre>ponda-Kr  tar  I  'Ëcol«  Polj- 
rMknifoe,  1.  III,  p.  341}. 
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13.  Toute  sphère  doublement  tangente  à  une  cjrclide 
coupe  cette  surface  suivant  deux  circonférences  (*). 

D  suffit ,  pour  trouver  ce  ifaéorème,  de  transformer  celui 
de  M.  Villarceaa  :  Un  plan  doublement  UDgent  à  un  tore 
GOQpe  cette  surface  suivant  deux  circonférences. 

M.  Le*  plans  des  circonférences,  résultant  de  l'in- 
tersection de  lon  cyclide  avec  une  sphère  qui  lui  est  dou- 
blement tangente,  sont  eux-mêmes  doublement  tan- 
gents à  la  cjrclide. 

Concevons  un  tore ,  un  plan  doublement  tangent  et  les 
circonférences  résultant  de  l'intepsection  de  ces  surfaces  ; 
par  un  point  p ,  faisons  passer  de%  sphères  qui  contien- 
Dent  chacune  l'une  de  ces  circonférences.  Toutes  ces 
sphères  sont  tangentes  au  tore.  En  transformant  cette  pro- 
priété, le  pâle  de  transformation  étant  en/',  on  aie  théo- 
rème que  nous  venons  d'énoncer. 

Les  théorèmes  13  et  1 1  sont  vrais  pour  le  tore;  on  a 
donc  le  tbéorème  suivant,  qui  i^omprend  comme  cas  par- 
ticulier celui  de  M.  VîUarceau. 

Toute  sphère  doublement  tangente  à  un  tore  coupe 
cette  surface  suivant  deux  circonférences  qui  sont  dans  des 
plans  doublement  tangents  au  tore. 

Voici  encore  une  généralisation  du  même  théorème  : 

Toute  sphère  doublement  tangente  à  la  surface  en  - 
gendrêe  par  une  circonférence  qui  tourne  autour  d'une 
droite  quelconque,  coupe  cette  surface  suivant  deux  cir- 
conjérences. 

M.  J.-A.  Serret,  en  étudiant  cette  surface,  a  trouvé 
que,par  chacun  de  ces  points,  il  passe  sept  sections  circu- 
laires :1e  parallèle,  deux  circonférences  imaginaires  et  qna- 

(')  J'ai  énoncé  le  niènio  (héorème  «tui  une  tome  dirTëreiiU  diiH  le 
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tre  réelles  qui  sont ,  deux  à  deux ,  symétriques  par  rapport 
au  plan  méridien  passant  par  te  point  considéré  sur  la  sur- 
face. Par  deux  de  ces  circonférences  symétriques  on  peut 
faire  passer  une  sphère^  cette  sphère  coupe  alors  la  sur- 
face suivant  deux  circooféreoces  qui  ont  deux  pointe 
communs.  Il  y  a  en  chacun  de  ces  points  deux  tangentes 
qui  sont  a  la  fois  tangentes  k  la  surface  donnée  et  k  la 
sphère,  c'est-à-dire  que  ces  deux  surfaces  ont  en  deux 
points  des  plans  tangents  communs  ;  elles  sont  donc  dou- 
blement tangentes  :  d'où  l'on  peut  déduire  le  théorème  que 
nous  venons  d'énoncer. 

.  NOTE  A. 

Nous  avons  vu  que  la  cyclide  peut  être  considérée 
de  deux  manières  différentes  comme  l'enveloppe  de 
sphères. 

Au  moyen  du  lemme ,  nobs  avons  montré  qu'on  pou- 
vait toujours  transformer  la  cyctide  en  tore ,  et  pour  cela , 
nous  avons  cherché  les  p6les  de  transformation  tels,  que 
les  deuxièmes  sphères  de  la  cyclide  aient  leurs  centres  en 
ligne  droite. 

En  opérant  ainsi ,  nous  avons  transformé  les  pi-emières 
sphères  en  sphères  de  rayons  égaux. 

Nous  pouvons  donc  dire  : 

On  peut  toujours  transformer  un  groupe  fie  trois 
tphères  données  en  un  groupe  de  trois  autres  sphères  de 
rayons  égaux;  le  lieu  des  pôles  de  transformation  est 
une  circonférence. 

Il  s'agit  de  voir  comment  cette  circonférence  est  placée 
par  rapport  aux  trois  sphères  données,  et  pour  cela,  il 
faut  d'abord  examiner  sa  position  par  rapport  aux 
deuxièmes  sphères. 

Elle  est  dans  le  plan  des  centres  des  deuxièmes  sphères , 
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MD  centre  est  au  poiut  où  ce  plan  est  percé  par  Taxe  i-a- 
dical  des  deuxièmes  sphères,  et  son  rayoo  est  la  racine 
carrée  de  la  puissance  de  ce  dentier  point  par  rapport  aux 
deuxièmes  sphères. 

Elle  est  donc  dans  )e  plan  mené  par  l'axe  radical  des 
sphères  données  perpendiculairemeat  à  la  ligue  des  cen- 
tres de  similitade  externe  de  ces  sphères.  Son  centre  est 
à  l'ïutersection  de  ce  plan  et  de  cette  ligne ,  et  son  rayon 
est  la  racine  carrée  de  la  puissance  de  ce  point  d'inter- 
section par  rapport  à  l'une  des  circonférences  touchant 
de  la  même  manière  les  trois  grands  cercles  difs  sphères 
données  situées  dans  le  plan  des  centres  de  ces  dernières. 

La  circonférence,  lieu  des  paies  transformations,  est 
ainsi  défluie  par  rapport  aux  sphères  données. 

La  puissance  de  l'un  de  ses  points  a ,  par  rapport  à 
l'une  des  sphères  données,  divisée  par  te  rayon  de  cette 
sphère,  est  proportionnelle  n  l'inverse  du  rayon  de  la 
transformée  de  cette  sphère,  obtenue  en  prenant  le  pôle 
en  a.  On  peut  obtenir  ainsi  trois  rapports,  un  pour  cha- 
cune des  sphères  données;  ces  trois  rapports  doivent  être 
égaux,  puisque  tes  rayons  des  transformées  sontégaux. 
Nous  pouvons  donc  dire  : 

he  lieu  des  points  tels,  que  leurs  puissances ,  par  rap- 
port à  trois  sphères  données,  soient  entre  elles  comme 
les  rayons  de  ces  sphères ,  est  une  cinonférence  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  au  plan  passant  par  les  centres 
des  sphères  données. 

NOTE  B. 

Nous  avons  vu  (pie  le  lieu  des  centres  des  circonfé- 
rences .  lignes  de  courbure  de  la  cyclide ,  sont  des  courbes 
planes  transformées  de  coniques.  Nous  pouvons  déduire 
de  là  denx  théorèmes  de  géométrie  plane. 

Ces  transformées  sont  dans  les  plans  de  symétrie  de  la 
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cyclid«.  Con&îdérOQs  I'ud  de  ces  pUaa  et  la  tiaasformée 
qu'il  coDtieati  ce  plan  coupe  la  cyclide  suivani  deux  cir- 
conférences; et  la  droite,  suivant  laquelle  ee  coupent  les 
plans  des  lignes  de  courbure ,  dont  nous  considérons  le 
lieu  des  ceulres,  en  un  point  qui  est  le  centre  de  simili' 
tude  des  deux  circonférences  dont  nous  venons  de  parler. 

On  a  donc  dans  ce  plan  de  syméirie  deux  circonfé- 
rences, l'un  de  leur  centre  de  similitude  et  des  droites 
issues  de  ce  point,  qui  représentent  les  intersections  des  . 
plans  des  lignes  de  courbure.  Les  points  de  la  transformée 
sont  les  milieux  des  portions  de  cesdroites  comprises  entre 
les  circonférences.  On  peut  donc  dire  : 

Parle  centre  de  simi/itude  lie  deux  circonférences  on 
mène  des  tramversaîes ,  on  prend  sur  ces  droites  les 
points  également  distants  des  points  anti-homologues 
quelles  contiennent  ;  le  lieu  de  ces  points  est  une  trpns- 
formèe  de  conique. 

Par  une  transformation  facile,  on  déduit  le  tbéorème 
suivant  : 

Par  le  centre  de  similitude  de  deux  circonférences 
on  mène  des  transversales ,  on  prend  sur  ces  droites  les 
conjuguées  harmoniques  du  centre  de  similitude  par  rap- 
port  aux  points  anti'homologues  qu'elles  contiennent. 
Le  lieu  de  ces  points  est  une  conique. 

HOTE  C. 

Nous  avons  énoncé  quelques  propriétés  des  surfaits 
dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou  spfaériqaes. 

Nous  ajouterons  encore  la  suivante ,  que  nous  allons 
généraliser  : 

Si  une  surface  admet  un  .système  de  lignes  de  cour- 
bures sphériques,  toute  surface  qui  lui  est  parallèle  jouit 
de  la  même  propriété. 
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La  démonstration  de  ce  théorème  connu  est  immédiate, 

lorsque  l'on  s'appuie  sur  le  théorème  de  M.  Joachimstahl. 

Nou#  allons  lé  généraliser  en  le  transformant,  mais 

pour  cela  noas  allons  l'énoncer  différemment. 

On  peut  considérer  une  surface  parallèle  à  une  autre 
comme  l'enveloppe  de  sphères  égales  constamment  tan- 
gentes à  celle-ci.  Nous  pouvons  donc  dire  : 

Si  une  surface  admet  un  système  fin  lignes  de  courbure 
sphérûjues ,  la  surface  enveloppe  de  sphères  égales  tan- 
gentes à  la  première  surface  jouit  de  la  même  propriété. 

Eu  transformant  la  surface  donnée,  on  obtient  une 
surface  qui  jouit  encore  de  la  propriété  d'avoir  des  lignes 
de  courbure  sphériques.  Les  sphères  se  transforment  en 
sphères  tangentes  à  cette  nouvelle  surface,  et  comme  elles 
ont  des  rayons  égaux,  leurs  transformées  sont  telles,  que , 
pour  chacune  d'elles ,  le  rapport  de  la  puissance  du  p6le 
de  transformation  à  leur  rayon  esl  constant. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant: 
On  donna  un  point  fixe  p  et  une  surface  qui  admet 
un  système  de  lignes  de  courbure  sphériques;  on  con- 
struit les  sphères  tangentes  à  cette  surface,  telles  que  la 
puissance  de  p,  par  rapport  à  chaque  sphère,  divisée 
par  le  mjronde  celle-ci,  soit  constante  :  l'enveloppe  de 
toutes  les  sphères  ainsi  construites  est  une  surface  qui 
admet  un  système  de  lignes  de  courbure  sphériques. 

Lorsque  p  est  à  l'infini ,  toutes  les  sphères  ont  le  même 
rayon,  et  l'on  retrouve  le  théorème  d'où  nous  sommes 
partis. 

JVote  du  Rédacteur.  Logocyclique  (p.  38)  :  c'est  l'en- 
veloppe du  cercle  décrit  sur  lé  rayon  vecteur  comme  dia- 
mètre. 
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SOLin-ION  W  U  QUESTION  488 


PA&  H.  Cuauts  KESSLER, 
ËMie  dD  Pr;UDé«  Mlliuire. 


On  donne  :  i°  une  conique;  n"  deux  tangenles  Gses  à 
cette  conique  ;  i"  deux  points  fixes  dans  le  plan  de  la  co- 
nique; 4°  >">^  tangente  mobile  rencontre  les  deux  tan- 
gentes fixes  en  deux  points  variables  formant  avec  les 
points  fixes  les  sommets  d'an  quadrilatère  variable;  les 
diagonales  de  ce  quadrilatère  se  coupent  suivant  des  points 
situés  sur  une  conique  passant  par  les  points  fixes;  et 
énoncer  le  théorème  correspondant  d'après  le  principe  de 
dualité. 

Solution.  Je  rapporte  la  conique  aux  deux  tangentes 
fixes  prises  pour  axes  coordonnés;  son  équation  aéra 

xj'  +  -X{ax+  by  —  t]'  =  o, 

ax.+  hy  —  I  ^  o  étaut  l'équation  de  la  ligne  des  con- 
tacts. 
Soient 

les  deux  points  fixes,  O  l'origine. 

L'équation  d'une  tangente  en  un  point  (3/,  y)  est 

i[ /' +  aai  (flx' +  V— i)]  +  J-[^+ atl(''*'  +  *r'- i)] 

—  al  {ux' -4.  *y  —  0  =  «. 
on,  en  réduisant, 
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duu  celle  «quation ,  nous  aurons  pour  l'ordonna  et  l'tbi 
atâtêo  i  l'olrîgine 

y+  2«1  (aa^  +  ty—  i)' 
on  aura  donc,  pour  les  Ajuations  de  AB  et  de  CQ, 

i\  (nx  +  hy  —  i) 


U)    (CD)  ,r-S  = 


ïM£f^^-*r'- 


-('-7)- 


y -h  zaHax' +  èy  ^  tf 


ÊlimioKnt  x'  «  j-'  entre  T^quatioD  (i) ,  (a)  et  l'éma^ 
(ion 

(3)  *V  4-i  (a*'  4-  iy-  0'  s=  o, 

im  obtient  l'^uati'on  du  lieu  chercha. 
De  relation  (3)  on  tire 

1  {«*'  +  iy  _  i)> 


y=-^- 


{Mr  saitfl,  l'ëquaikn  (a)  se  net  sous  la  forme 

^-J= J — . / 

*-"ï-^ï( jZ j 

J«i.  it>  l(al»i<h>.,  (.  XlX    (Mir*iS6o.) 
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d'uù  l'un  tiif 

ax'  +  h'-'  ^_^3«iyj  -Sx)-s()-  -S] 

Oi-  divisant  cerlaÎDs  termes  de  l'Àjuation  ^i)  haut  et  b»s 
par  (ax'+  fy'  —  i)  «  od  peut  la  mettre  sous  la  forme 


cl  substituant  la  valeur  de  - 


r[^x  —  ,,jr]lbl, 


c'est  l'équation  du  Heu  :  on  voit  facilement  k  son  inspec- 
tion que  c'est  une  conique  passant  par  les  points  fixes 
donnés. 

Si  maintenant  je  transforme  celte  propriété  par  la  mé- 
tbode  des  rayons  vecteurs  réciproques,  j'aurai  celte  nou- 
velle proposition  : 

On  donne  une  conique  tangente  à  deux  droites  fixes, 
deux  pointa  fixes ,  on  cercle  tangent  à  cette  conique  et 
passant  par  le  point  de  concours  O  des  deux  tangentes 
rencontre  ces  deux  dernières  en  deux  points^  Par  l'un 
de  ces  points,  le  sommet  O  et  l'un  des  points  fixes,  je 
fais  passer  on  cercle;  de  même  par  l'autre  point,  lesom- 
niet  O  et  l'autre  point  fixe  :  ces  deux  circonférences  se 
rencontrent  «uirv«nt.  une  corde  paaant  -par  O  et  dont 
l'auire  extrémité  est  toujours  sur  une  conique  passant 
par  les  pMni»  fixes.  On  peut  encore  transfofmer  cette 
proposition -par  la  n^thode  des  polaires  réciproques. 

Etant  donnée  une  conique,  une  corde  fixe  AB  et  deux 
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droites  fixes  A',  W  dtns  le  plan  de  la  conique,  oo  prend 
un  point  variable  O  dftDB  ce  plan,  on  joint  OA  qu'on  pro- 
longe jusqu'à  sa  rencontre  C  avec  A',  OB  qu'on  prolonge 
jusqu'à  sa  rencontre  D  aVec  B'  ;  la  droite  CD  est  constam- 
ment tangente  à  ane  conique  ungente  aux  deux  âr«it^ 
A',  B'.  •■ 

il  ^ftt  iaeîle  dç  voit-  <que  c'est  1«  réciproç[UC  de  la  queS> 
tioQ  proposée. 


SECONDB  StlliTiON  BB  U  OCESTMN  An 


P*a  U.  Cbaklbs  1 

tiire  du  Prrtanée  Mtliuirr. 


Soit  P  un  point  d'nne  conique,  Cle  centre  de  courbure 
en  P,  O  le  centre  de  la  conique  ;  par  C  on  mène  une  pa- 
rallèle à  la  Ungente  en  P;  soit  Die  point  où  cette  paral- 
lèle est  rencontrée  par  le  djamàtre  OP  :  on  a  CD  égal  au 
tiers  du  rayon  de  courbure  de  la  développée  en  C. 

(Abel  T)Ll»oa.) 


Soit  Une  ellipse,  O  sondentréjPuBpoântqueloonqnt, 

C  le  centre  de  courbure  en  ce  point,  FF' l'axe  focal.  Fai- 
sons la  construction  indiquée.  Soit  p  le  rayon  de  courbure 
CP  «u  point  P  de  l'ellipse.  On  sait  que,  OE  étant  la 
perpendiculaire  abaissée  «lu  centre  sur  la  tangente  PK, 
6. 
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[Méthodes  en  géoméirie  de  M.  P.  Serret} 


en  posant 

OP  =  a', 

et  le  demi-diamélre  conjugué  =  Ô*  ;  car  on  calcole  facile- 
ment OE  en  fonction  du  rayon  vectenr 
ab  ah 


0E  = 


Désignons  par  a  l'angle  CPD ,  on  a  (triangle  PCD) 


Or,  dans  le  triangle  OPE  on  a 

QZ=a'  (Mia 


et,  par  conséquent,  sabstitoantdansl'équatïon  (i}^ 


Désignons  maintenant  par  p'  le  rayon  de  courbure  de 
.la  déreïoppée  éa  C.  Ou  sait  que 

xm%(t  —  ^^i 

d'oA 

(l'^îiptangci, 
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etsubsiitaaDtlei  valeurs  trouvées  de  f»«t  de  Uogff,  on  a 


f>langB  =  CD 

OD  A  bien 

-=!• 

Pour  l'hjperbole,  on  chan^iera  £*,  £"  en  —  è*,  — 6",et 
OD  aura  le  même  résultat. 


SMMHNI  ANUVrWlK  H  U  WISTNN  S»2 


Put  M.  I.  LAfiROSE, 

Élère  do  IjuM  Saiot-Loaii. 


Lemme,  Si  l'on  appelle  a,  6,  c  les  trois  côtéi  d'un 
triangle  et  (x',  y'),  {x",  /"),  (x"",  j"")  les  coordonnées 
des  sommets  opposés,  le  centre  du  cercle  inscrit  a  poui 
coordonnées 

Je  prends  pour  axes  coordonnés  les  axes  de  l'ellipse. 
Soieoi  (x'i  j"')  et  (x",  jr")  les  coordonnées  des  points  A 
et  B  oà  la  corde  passant  par  le  point  F  rencontre  l'el- 
lipse. 

Je  joios  A  et  B  au  second  Coyer  F'.  Le  point  de  ren-. 
contre  C  des  normales  en  A  et  B  est  le  centre  du  triangle 
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ABF',  daos  lequel  les  càtii 


et    V'B=:a-\ =-- 


D'apte  les  formules  (A) ,  l'orâonDée  du  point  C  donne 

car  l'ordonnée  de  F'  est  nulle  et  le  périmètre  dn  triangle 
ÀBF'est4a. 
Or  ion  a 

y  _  ^^^  _  "' — '^■^' 

=7^  ~  bF  ~  <!■ — m"  ' 

d'où 

"' (r- +  r")  ~  M/^' +  *'r"  J  =  o  j 
ainsi 

c,  Q.  r.  D. 

Cette  d^mouatration  esi  évidemment  applicable  à  l'h;* 
perbole  et  avec  une  facile  modification  k  la  parabole. 

JVote  du  Bédactear,  M.  de  J<rfivette,  élève  de  l'insti- 
tution de  Lasalle,  part  de  l'éqnation  Comte 

x'  4- J-'  =  {my  +  8*  +  pf, 

et  cherche  directement  les  coordonnées  de  l'intersection 
des  deux  normales  par  les  équations  de  ces  lignes,  ce 
qui  entraîne  un  calcul  qui  exige  des  multiplicateurs  inàè~_ 
terminés  que  cet  élève  emploie  adroîtetaent. 

M.  L.  Rabeau,  élève  du  lycée  de  Poitiers,  donne  une 
solution  analytique ,  anal^ue  k  celle  de  M.  Larnwe,  et 
ajoute  une  solution  {;éoméiriqnc  pour  )•  parabole  seule- 
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ment ,  fondée  sur  ce  que  la  normale  bitsecte  l'angle  formé 
par  le  rayon  vecteur  et  le  diamètre  adjacent. 

M.  Charles  Kessler,  élève  de  la  Fl^he,  dtlJ^t  aussi 
l'équation  Comte,  mais  prend  pour  coordonnées  du  point 
d'intersection  celles  qui  ont  été  consignées  t.   XVIII, 

R.78. 

M.  Eugène  Dupont,  élève  du  Ijcée  Louis-le-Grand , 
pose  les  deux  équations 

a>jr>  +  4»  j»  =s  «>  A%     jr  =:  m  (x  ~  e)  ; 

les  ordonnées  y\  j'*  des  points  A  et  B  sont  données  par 
l'équation 

r"  (rt'  m-  -H  *')  +  2m6'  ex  ~  m' b' =  », 


mx'  =  7'  +  me,      mx"  =  r"  -f-  me. 
De  là  les  équations  des  deux  normales  en  Â  et  B  sont 

*'  {y  -y)(y  +  «c) i=  «V {mx-y  -  me), 

É'  [y  —  7")(jr"  +  wc)  =:  a'y"(mv  —  r"-  ntf). 
'  ÉlimîiuiQt  JT ,  il  vient 

mb'y  =  c/x    =-_____-^^, 

— _       "*g*'      ■_  y+Z!. 

C.    Q.    F.    D. 

MM.  J.  Bonnet,  François  de  la  Briùère  (école  de 
Sainte-Geneviève) ,  H.  Delorme  (lycée  Louis-le-Grand), 
Joumeanx  (de  Liège) ,  Desgranges  ont  envoyé  des  solu- 
tions identiques.  M.  Çuénoud  (de  Lausanne)  fait  observer 
que  cette  propriété  est  une  conséquenee  immédiate  de  I4 
question  433  (t.  XVH,  p.  a85). 
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S9U11MN  6^ÉTU«IIK  H  U  «E8STI0N  SI2 

Pu  H.  E.  MAILLOT, 

AlèT«  da  Spédalai  an  collège  Sunlitu. 


Par  un  foyer  d'une  ellipse,  on  mène  une  corde  AB; 
par  le  point  de  rencontre  O  des  deux  normales  eo  A  «t 
B,  on  mène  une  parallèle  au  grand  axe  :  celte  parallèle 
passe  par  te  milieu  de  AB. 


Soit  ÂB  une  uorde  passant  au  foyer  F^  on  mène  AO, 
BO  normales  à  la  courbe  en  A  et  B  et  par  leur  point  de 
rencontre  OM  parallèle  au  grand  axe  :  M  sera  le  milieu 
deAB. 

En  effet,  à  cause  des  triangles  semblables  AMO ,  AFD 
dVnepart,  BFC,  BMO  de  l'autre,  on  a 


Mais  lea  rapports  =^i  —  sont  égaux;  car  les  bisscirtrices 
AD,  BC  des  angles  A  et  B  dans  les  iriangles  FAF',  FBF' 
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parUgeDt  la  base  FF'  en  s^ments  tels ,  qu'oD  a 


AF       AF-f-AF" 


BF  +  BF'       BF 


Corollaire  {*).  Si  l'on  place  l'ellipse  de  sorte  que  son 
grand  aie  soil  vertical,  une  droite  pesante  et  hamogène 
AB  sera  en  Àjuilibra  si  elle  passe  au  foyer. 

Car  la  résultante  des  réactiofig  est  ^gale  et  opposée  à  la 
pesanteur  qui  s'applique  en  M. 

Remarque.  La  condition  que  la  droite  passe  au  foyer 
est  sufBsante  pour  Tëquilibre,  mais  est-elle  nécessaire  ï* 
Ou  plus  généralement  :  Si  par  le  point  de  rencontre  des 


normales  qui  ont  leurs  pieds  aux  extrémités  d'une  corde 
quelconque  on  mène  une  parallèle  au  grand  axe ,  dans 
quel  cas  cette  parallèle  coupe-t-elle  la  corde  en  son  mi- 
lieu? 

Soient 
(i)  j-  =  mJT-H« 

l'équation  de  ta  corde  AB; 


f  colle  belle  f^oliilion  a 


lrRilé«  (lomnXyil, 
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(a)  n'jr'  +  b'x'  =  a'b' 

celle  de  l'ellipse.  Les  coordonnées  des  poioU  A,  B,  inter- 
sectJoDs  de  la  corde  et  de  l'ellipse,  sont 


~a'mn±al>^ 

A» 

m' 

+  b' 

— 

n> 

a'm' 

'  + 

6< 

b'n^amb  \fa' 

m' 

+ 

f  — 

n' 

Les  «quatioas  des  deux  normales  menées  par  ces  poinu 
sont  de  la  forme 


5  (■«-'')• 


L'ordoQuée  du  point  K  où  ces  normales  se  coupent  est, 
ayant  égard  aux  valeurs  trouvées  de  x'  et  de  jr' 

(4)  ^■  =  ;-S^- 


OÙ  c*  =  a'  — i*. 

Nous  aurons  la  relation  cherchée  entre  m,  n,  en  ex- 
primant que  yi  eât  égal  k  la  demi-somme  des  ordon- 
nées des  points  A ,  Bj  cette  demi-somme,  d'après  l'équa- 
tion (3),  est 

Égalons  les  équations  (4)  et  (5),  il  vient 
n  =  ±:mç. 
Donc  l'équation  de  la  corde  sera 
r  =  m{x±c). 
Le  double  s\^ne  convient  à  la  question  gcoméuique, 
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mais  celle  d'équilibre  est  moins  géoérale  et  n'admet  que 
le  sîgoe  positif.  En  discutant  cette  équation 

pn  Toit  que  pour  l'équilibre  i)  faut,  ai  m  n'est  pas  infini, 
que  ta  droite  passe  au  foyer;  si  m  est  nul,  elle  coïncide 
avec  le  grand  axe;  maïs  si  m  estintîni,  la  droite  est  hori- 
zontale et  en  équilibre  dans  toute  la  moitié  inférieure  de 
l'ellipse. 


SOLUTION  Ht  LA  QIJBSTION  492 

Fak  HH.  Ciumus  KÊSSLERrt  Ému  LEMOINE, 

ÉUrea  >lu  PrfUnée  HlliUire. 


Lemnte.  Dans  un  uiangle  ABC  si  trois  droites  par- 
lant des  sommets  ÀK',  BK",  CK'"  se  coupent  su  même 
point  O  (K'  est  sur  BC,  K"  est  sur  AC,  K"  sur  AB), 
pu  a 

OK'       OK."   ■  0K."_ 
AK'       8B?      CK'~'' 

Si  O  est  intérieur  à  ABC,  on  aura 


si  O  est  dans  la  partie  de  l'angle  BAC  extérieure  à  BC,  on 
aura 

OK."       OK'       OK' 


si  O  est  dans  l'angle  opjtosè  au   sommet  à  BAC, 
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aarft 

OK'  _  ^  _  OE^  _ 
AK'       BK"       CK."       '' 

et  ainsi  des  autres. 

(Ce  tbàjrème  est  proposé  eu  exercice  dans  la  Géomé- 
trie de  L^endrererueparM.  Blanchet  et  résolu  dans  les 
problèmes  de  géométrie  élémenuire  de  M.  Catalan.) 

Cela  posé,  la  solution  de  la  question  493  n'en  est  plu5 
qu'un  corollaire  très-simple. 

Nous  conservons  les  notations  des  Nouvelles  Annales. 


JoignooïOé,  Oa,  Oc;  joignons 

AO  4]ui  coupe  BC  en  K.', 
BO  -  AC    >    K", 

CO  .  AB    .    K". 

Les  deifx  triangles  semlttables  OK'a,  AK'  a'  nous  don- 
nent 

OA  _0K'. 

Ao'~AK" 

les  deux  triangles  semblables  OK^fr  et  0K'"£  donnent 

Ob  _0K'^. 

B*'~BK."' 

|es  deux  triangles  semblables  OK'"i'  el  CK"c'  donnent 
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Ajoutant  ces  trois  ^alités  membre  Jt  membre,  on  a 

Oa        Oi        Oc  _  OK'       OK^       OK"  _ 

Aa' '^  bP  ^ C?  ~  AK.' '^  BK"  "*"  âT' ~  ' 

C.    Q.    F.    D. 

Remarque.  On  verrait  de  même  que  si  O  était  dans 
l'angle  BAC  en  debors  du  triangle  ABC,  on  aurait 


et  que  si  O  était  dans  l'ange  opposé  au  sommet  de  A,  on 
aurait 

0«   _0*  _0c  _ 

A«'       Bi'       Ce'"'' 

et  ainsi  pour  les  autres  côtés. 

Noie.  M.  E.  Martin,  élève  du  lycée  Exiuis-le-Grand , 
et  M.  Josepb  Derbés,  élève  de  l'institution  Barbet,  ont 
résolu  la  question  de  la  même  manière. 


MCONBK  mmm  gëiiétrioub  bb  u  «vbstion  5*2 


Pm  h.  l.  vollaiït, 

ÉMTAiti  HathématiqaM  ipéci&Iei  au  \jeéo  Saint-Lonii, 


Je  joins  les  points  A  et  B  au  second  foyer  F'  ;  le  point 
de  rencontre  O  des  normales  en  A  et  B  est  le  centre  du 
cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABF'.  Soit  K  le  point  de 
contact  de  ce  cercle  avec  AB.  Le  point  de  rencontre  (V 
des  tangentes  en  A  et  B  est  le  centre  du  cercle  exinscrît 
au  triangle  ABF',  et  comme  O'  F  est  perpendiculaire  sur 
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ÂB  (propriété connue),  ceca^ai  Ungenten  Faucàt^ 
AB.  D'après  un  théorème  connu,  on  sait  que  BK  est 
égal  à  ÂF.  D'autre  part ,  F'  éunt  le  centre  de  similitude 
des  deux  circonférences  O  et  0',  le  rayon  OC  du  cercle 
inscrit  est  parallèle  à  O'F  et  par  suite  perpendiculaire 
sur  AB.  Cette  droite  devra  donc  passer  par  le  point  K. 
Mais  le  centre  O  divise  le  talé  CK  du  triangle  KFC  en 
deux  parties  égales,  la  parallèle  OM  au  cAté  CF  divise 
donc  FK  et  par  suite  Al^en  deux  parties  égales. 

IV.  B.  La  même  propriété  a  lieu  pour  l'hyperbole,  on 
le  démontre  de  la  même  manière^ 

11  en  est  de  même  pour  la  parabole. 

Soit  K.F  l'axe  d'une  parabole  dont  F  est  le  foyer.  La 
corde  AB  passant  par  te  point  F,  les  tangentes  en  A  et 
B  se  coupent  en  (V  à  angle  droit.  Les  normales  aux 
mêmes  points  qui  se  coupent  en  O  sont  aussi  rectangu- 
laires. Le  quadrilatère  AOBO'  est  donc  un  rectangle  et 
la  diagonale  00'  coupe  AB  en  son  milieu  M.  Mais  CM 
est  un  diamètre  (propriété  connue)  ;  par  suite  OO'  est 
parallèle  a  KF. 


tCESTlOKS. 


e  =  base  népérienne , 
a  =  sin^-,     i|>  <;  go"> 

démontrer  qu'en  posant 
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l'é^uatioti  irauKendaïUe  a  ieux  rarïnes  égale*;  de  mèine 
tm  posant 


i  =  «iiïf«»#, 


{Pnisxuz.  ) 


Si  clans  re  déiemlinaDt  on  remplace  «,,(  par 
obtient  le  produit 

(»,-«,)  ^«,-«0--  («.-».)x. 

{»,  —  <*,)   {a,  — a.).,     (a,  — <x,)X> 


516.  Soit  rà]uation 


qui  ne  renferme  que  des  puissances  impaires  âe  l'incon- 
nue (excepté  x*)  ;  il  y  a  uoe  racine  ré^le  comprise  entre 

+•  a    lY-  et  —  a    l/~"  (Tcbebioiep.  ) 

517,  i".  Le  segment  intercepté  sur  une  normale  ^uel- 
conque  à  une  ellipse  par  les  deux  axes  étant  muJti[dié 
par  la  distance  p  du  centre  à  la  tangente  adjacente  k  sa 
nonnalc  donne  un  produit  constant  ;  a"  le  segmeiii  in- 
tercepté sur  une  normale  quelconque  à  une  ellipse  par 
un  cercle  concentrique  d'un  rayon  égal  à  la  dcmî-somme 
des  axes  et  multiplié  par  la  distance  p  donne  un  produit 
constant. 
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518.  A  partir  de  l'origine  P,  normale  quelconcpie  à  une 
ellipse,  on  porte  de  part  et  d'autre  sur  cette  normale 
deux  longueurs  égales  PN, ,  PN,  telles ,  que  le  produit 
de  PNi  ou  de  PN|  par  la  distance  du  centre  à  la  tangente 
adjacente  à  la  normale  donne  un  produit  constant^  les 
lieux  des  points  N, ,  N,  sont  deux  ellipses  confocales  de 
marne  centre  que  l'ellipse  donnée. 

519.  Les  droites  qui  dans  deux  ellipses  confocales 
joignent  deux  points  correspondants,  sont  normales  h  une 
troisiètne  ellipse  qui  bissecte  ces  normales. 

Observation.  Deux  points  sont  correspondants  lorg^ 
que  les  coordonnées  de  ces  points  sont  respectivement 
proportionnelles  aux  axes  sur  lesquels  sont  rapporta 
ces  coordonnées. 

520.  Soient  P,  Q  les  interieclions  respectives  d'une 
normale  par  les  axes  n  et  6.  Si ,  h  partir  de  l'origine  m  de 
la  normale,  on  prend  des  longueurs  égales  mS,,  mSi, 
telles ,  que  mSi  soit  égal  au  demi-diamètre  parallèle  à  la 
normale ,  les  quatre  points  S, ,  P ,  S, ,  Q  sont  placés  liar* 
moniquement;  les  lieux  de  S| ,  S,  sont  deux  cercles  con- 
centiiques  à  l'ellipse  décrite  des  rayons  a±b. 

521.  Soit  décrite  une  ellipse  ayant  poni-  axes  une  nop> 
maie  et  la  tangente  adjacente  quelconque  d'une  ellipse 
donnée  et  touchant  le  grand  axe  de  l'ellipse  au  centre  ;  et 
de  même  soit  décrite  une  seconde  ellipse  toucliant  le  petit 
axe  au  centre  ;  les  lieux  des  foyers  de  ces  ellipses  sont 
deux  cercles  concentriques  à  l'ellipee  donnéeet  ayant  pom- 
rayons  la  demi-somme  et  la  demi-di£féreDce  des  axes. 

Observations.  Les  cinq  propositions  517  i  521  subsis- 
tent  d'une  manière  analogue  dans  l'ellipsoïde  et  ont  pour 
auteur  M.  le  D'  Heilermann ,  directeur  de  l'Ecole  indus- 
trielle provinciale  de  Coblentz. 
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SMUTION  Bl  LA  OVESTlOni  418  (LAFFinB) 

<.iHM.XVH.B.ll)i 

P*»    MM.    E.    CARÉNOU    w    M.    LAQUIÈRE, 
Êlèrcs  du  lyoëe  Saini'louU  (eluie  d«  M.  Fiarie  ;. 


Deux  figures  étant  en  perepectlve ,  ai  leurs  plans  tour- 
nent autour  de  leur  commune  intersection,  il  faut,  pour 
^luû  ces  figures  restent  eu  perspective,  que  l'œil  change  de 
pf»itionj  les  perpendiculaires  abaissées  chaque  fois  du 
point  de  vue  sur  ces  plans  restent  dans  un  rapport  constant. 

Soient  OX ,  OY  les  iniersections  des  deux  plans  par  le 
plan  mené  par  le  premier  point  de  vue  S .  perpendiculai- 
rement à  l'intersection  commune  00'  des  deux  premiers 
plans  (^.  Nous  allons  démontrer  qu'il  existe  dans  ce  même 


plan  un  point  unique  S',  par  rapport  auquel  les  deux  fi- 


(*)  Dau  l>  figura  lea  deai  p*rti«a  i^pardes  par  l>  ligne  LT  aont  snpp»- 
tim  dkiu  dM  pUns  racUn^Uirea. 

A-it.  éeliiuhém.,l.  XIX.  (NBre  iS6o.)  7 
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gures  seront  en  perspective  lorsque  le  plan  O'  OY  sera 
men^enO'OY'. 

Considérons  les  différents  points  M,  N,  P,  etc.,  situés 
dans  le  plan  fixe.  Appelons  m,  n,  p,  etc.»  leurs  per- 
spectives dans  le  premier  système  (dans  le  plan  CCOY),  et 
m',  n',  p',  etc.,  les  nouvelles  potitions  des  points  m, 
n,  p,  etc.,  lorsque  le  plan  du  tableau  aura  pris  la  posi- 
tion O'  OY'. 

Soient  A,  B,  C,  etc.,  les  projections  orih<^onales  de 
M,N,P,  etc.,  sur  OX.  Si  nous  joignons  SA,  SB,  SC,  etc., 
les  points  a,  A,  c,  etc.,  d'intersection  de  ces  droites  avec 
OY  seront  les  projections  sur  OY  des  points  m',  n*, 
p',  etc.,  homologues  des  premiers;  lorsque  le  tableau 
aura  pris  la  nouvelle  position  O'OY'',  les  points  a,  b, 
c,  etc.,  seront  devenus  a',  b',  c',  etc.,  projections  sur 
OY'  de  m',  n',  p'. 

Les  équations  des  drcùies  Aa,  Bfr,  Ce,  etc.,  issues  du 
point  S,  éUnt 

a  6  "~  '  a'  b'  '  a'  b"  "  *  '  ' 
par  rapport  aux  axes  OX,  OY,  si  nous  joignons  Aa', 
Bb',  Ce',  etc.,  leurs  équations  seront  les  mêmes  par  rap- 
port aux  axes  OX,  OY'.  Par  conséquent,  (a,  p)  étant 
les  coordonnées  du  point  S  dans  le  premier  système,  le 
point  S',  qui  aura  aussi  (ce,  ^)  pour  coordonnées  dans  le 
second  système  de  coordonnées ,  sera  situé  sur  toutes  les 
droites  Aa',  B6',  etc. 

Les  distances  à  ^  <ï'  du  point  S  aux  deux  plans  XOO'^ 
YOO'sont 

J=p8inT0X,     J'=«sinTOX. 
Le  rapport 
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sera  le  même  pour  le  point  S',  puisqu'il  ost  iiidôpcndaut 
de  l'angle  des  deux  plans.  Ou  peut  du  reste  remarquer 
que,  le  tableau  tournant  aiuonr  de  OO',  le  point  S'  dé- 
crit un  cercle  de  rayon  |3  ayant  son  ceotrc  en  L,  pied  de 
l'ordonDée  d'une  quelconque  de  ses  positions  dans  le 
système  de  coordonnées  correspondant. 

Cela  posé,  pour  démontrer  que  les  points  m',  n', 
p',  etc.,  sont  les  perspectives  des  poiuts  M,  N,  P,  etc., 
par  rapport  au  point  S',  il  suffit  de  prouver  que  l'on  a 


Car  alors  la  droite  Mm'  passera  par  S';  il  en  serait  de 
niâme  des  autres. 

Or  les  pohila  mM'  étant  en  perspective  par  rapport  i 
S,  on  a 

AH       SA 


Mais  les  triangles  S' LS,  a'Oa  éUnt  isocèles  et  ayant  tes 
c6(és  égaux  parallèles  deux  à  deux,  leurs  hases  SS',  aa' 
sont  parallèles;  d'où 

SA      S'A 


et ,  i  cause  du  rapport  commun  ^ 


AM  __  S'A 


et  le  théorème  est  démontré. 
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KOTE  SUR  QIISLQIIKS  COURBES  A  MVRLB  CtURBURfi-, 

PA*  M.  AELT. 


Déterminer,  parmi  les  diverses  courbes  isopérimètrei 
tracées  sur  une  surface  quelconque,  celie  qui  renferme 
une  airo  maximum  sur  cette  surface. 

Ce  problème  a  ëtë  traité  k  l'aiJe  du  calcul  des  varia- 
tions, par  M.  Delaunay  {JownaldeM.  Liouville,  t.  VIU, 
p.  341)-  Quelques  considérations  de  géométrie  infinité- 
simale me  permettront  d'en  donner  une  solution  en  quel- 
que sorte  élémetitaire. 

Je  pose  d'abord  en  principe  que ,  deux  surfaces  S  et  S' 
se  loucbanl  suivant  une  courbe  AB,  s'il  arrive  que  cette 
courbe  AB  jouisse  d'une  propiiété  de  maximum  ou  de  mi- 
nimum par  rapport  à  toutes  les  courbes  voisines  tracées 
sur  S,  elle  jouira  de  la  même  propriété  par  rapport  aux 
courbes  voisines  tracées  sur  S'. 

Eu  eOet,  conformément  à  la  théorie  des  maxima  et 
minima,  les  lignes  tracées  sur  S  et  qu'il  faudrait  com- 
parer à  la  ligne  Â6  pour  vérifier  dans  celle-ci  une  pro- 
priété de  maximum  ou  de  minimum ,  doivent  en  Être  m- 
finiment  voisines.  En  d'autres  termes,  les  éléments  de 
ces  courbes  voisines  sont  nécessairement  compris  sur  les 
divers  plans  qui  touchent  la  surface  S  le  long  de  AB.  Ces 
éléments  appartiennent  donc  aussi  à  la  surface  S'  ;  ce  qui 
prouve  le  principe. 

On  pourrait  établir  cette  vérité  an  moyen  du  calcul 
des  variations;  mais  ce  serait  faire  perdre  k  cette  Note  le 
caractère  que  j'ai  voulu  lui  donner. 
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Quant  au  problème  de  Iracer  sur  une  surfare  une 
ligne  de  p«^rimètre  donné  passant  par  des  points  ûxss 
A  et  B,  et  comprenant  une  aire  maximum,  il  faut  en- 
tendre qu'entre  ces  deux  points  on  a  tracé  une  première 
courbe,  par  exemple  une  ligne  gèodésique.  L'aire  maxi- 
mum sera  limitée  par  cette  première  courbe  et  par  Ifi 
courbe  chercliée  qui  doit  avoir  un  périmètre  donné.  On 
peut  aussi  ne  donner  sur  la  surface  en  question  aucun 
point,  et  demander  d'y  tracer  une  courbe  fi^rmée  qui  sous 
un  périmètre  donné  renferme  la  plus  grande  aire,  ou 
bien  qui  circonscrive  une  aire  donnée  dans  le  plus  petit 
périmètre;  car  ces  deux  questions  n'en  font  qu'une. 

Si  la  surface  donnée  est  un  plan ,  ou  sait  que  toutes  ces 
questions  se  résolvent  par  des  arcs  de  cercle  ou  par  des 
circonférences.  Dans  le  cas  général  j'imagine  une  surface 
développable  touclianl  la  surface  donnée  tout  le  long  de 
la  ligne  demandée.  Considérife  comme  appartenant  à  la 
surface  auxiliaire,  cette -ligne,  en  vertu  du  principe  ci- 
dessus  énoncé ,  y  jouira  de  la  même  propriété  que  sur  la 
surface  donnée,  c'est-à-dire  qu'elle  y  renfermera  soMs 
un  périmètre  donné  la  plus  grande  aire  possible.  Dès  lors 
il  est  clair  qne  si  l'on  fait  le  développement  (sur  un  plan) 
de  la  surface  auxiliaire,  la  ligne  en  question  deviendra 
soit  un  arc  de  cercle,  soit  une  circonférence  entière. 

Admettons  d'ailleurs,  ce  que  je  démontreiai  à  l'iustaat , 
que ,  si  l'on  fait  la  transformée  plane  d'une  courbe  tracée 
sur  une  surface  développable,  on  a  entre  le  rayon  p  de 
première  courbure  de  cette  courbe ,  l'angle  et  de  son  plan 
osculateur  avec  le  plan  langent  à  la  surface  développable, 
et  le  rayon  de  courbure  r  de  U  transformée  plane,  la 
relation 


Comme  la  transfoi'méc  dans  le  problème  actuel  est  uii 
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arc  de  cercle,  r  e&t  consiant^  et  l'on  obtient  &ussil6t  ce 
r^nhtitque  M.  Delaunay  tire  de  l'Àipiation  différentielle 
de  la  coarbe,  et  qai  au  besoin  pourrait  faire  retrouver 
celte  même  équation,  savoir  que  ;  En  chacun  de  set 
points,  le.  rayon  de  courbure  de  la  courbe  demandée  est 
proportionnel  au  cosinus  de  Vangle  formé  par  son  plan 
osculatenr  avec  le  plan  tangent  à  la  surface. 

L'autear  imagioeensuite  une  sphère  contenaDt  le  cercle 
osculateur  de  la  courbe  cherchée,  et,  déplus,  ayant  son 
centre  sur  le  plan  Ungent  de  la  surface.  Il  est  aisé  de  voir 

que  le  rayon  de  celte  sphère  est  égal  à  -^  •  Il  est  donc 

constant,  ce  qui  est  une  très-belle  propriété,  et  noum- 
ment  il  est  égal  an  rayon  du  cercle  dans  lequel  la  coarbe 
cherchée  se  transforme  par  te  développement  de  notre 
surface  auxiliaire. 

11. 

Pour  établir  la  propriété  dont  nous  venons  de  faire 
«sage,  considérons  deux  faces  consécutives  du  polyèdre 
infinitésimal  que ,  conformément  à  la  méthode  des  infini- 
ment petits,  on  substitue  idéalement  à  la  surface  dévelop- 
pable.  Soit  A  1«  point  où  la  courbe  proposée  rencontre 
l'intersection  de  ces  deux  faces.  J'appelle  AT  le  prolonge- 
ment au  delà  du  point  A  de  l'élément  deconrbeqni  est  sur 
la  première  de  ces  deux  faces,  et  AT' l'élément  même  qui 
est  sur  la  seconde.  Ainsi  le  plan  des  deux  lignes  AT,  AT' 
est  le  plan  osculateur;  il  forme  avec  le  plan  de  la  pre- 
mière face  un  angle  dièdre  a  dont  l'arête  est  la  ligne  AT. 
Cependant  rabattons  la  deuxième  face  sur  la  première;  la 
ligne  AT'  viendra  y  prendre  une  position  AT"  qui  est  en 
réalité  la  projection  de  AT'  sur  cette  première  face;  l'an- 
gle trièdre  An"T''adonc  uu  angle  droit  suivant  l'arétc 
AT",   et  un  nngir  représciilé  par  «  suivant  Varèlc  AT. 
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Û'ailleors  les  faces  TAT'et  TAT'^  sont  respectivement 
le»  angles  de  coutÎDgence  de  la  courbe  primitive  et  de  sa 
Iransformétf  plaoe.  Si  on  les  appelle  s  et  6,  la  propriété 
connue  des  iriaDgEes  sphérîqnes  rectangles  donnera 

tangS=:langt.co&a, 
ou  plutôt,  à  cause  des  infiniment  petits , 


Soit  maintenant  ds  l'élément  de  la  courbe  primitive, 
élément  qui  ne  change  pas  de  grandeur  dans  la  transfor- 
mation ;  on  a  à  la  fois 

dt  =  pt     et     dt  =  r.9i 
de  la  il  est  aisé  de  conclure  (*)  la  relation 
A  =rcosz. 


De  la  ligne  géodésique  sur  une  surface  (fuelconque. 
Concevons  une  surface  développable  tangente  à  la  sur- 


(*)  De|iuia  loogtempa  (i843]  M.  Catalan  a  déduil  ds  l 'équation  difTérea- 
tielle  donnte  par  M.  DalauDa;  pour  la  courba  qui ,  parmi  celle*  de  lon- 
foenr  donnée ,  comprend  sur  une  nirface  quelconque  une  aire  maximum. 
Il  proprMlé  de  cette  mâme  courbe  d'aToir  pour  tranaformée  pluie  ud  are 
de  cercle  lonqu'oD  la  eonaidère  comme  appartenaDl  k  1*  surface  déTolop- 
pable  que  J'ai  déflnie  dans  le  texte  tous  le  nom  do  wrjatt  auxili  'Ire  {  voir 
Journal  de  FÊcate  PB^techni^ut,  ig*  cahier,  p.  i5[).  M.  CslalaTi  a  dé~ 
nonlrri  aussi  la  relation  entre  le  rajan  de  eourbm^  d'une  courbe  tracée 
aUT  une  surface  deTeloppable  el  celui  de  sa  Iranirormëe  plane  (Csn/riri 
ttnjat,  l.  XVII,  p.  73s).  Hais  outre  que  la  démonetration  donnée  par 
M.Catalaa  pource second  tbéoréme  est  aussi  purement  snaljliqaa,  H.  Ca- 
telan  n'a  pas  montré  l'emploi  de  la  relation  p  =  rcosa  pour  établir  les 
théorémet  de  M.  Delaunaj.  D'après  tout  cela,  j'ai  pu  croire  que  mon  tra- 
lail  offrirait  au  moins  par  sa  Tormc ,  sinon  par  la  nouicnulc  du  l'end , 
quelque  intérêt  aux  lecteurs  des  Nouvrlles  Annttei.  On  peut  voir  aussi  pour 
Tt-relatinn  p  =  rcoi«  VApplicaiiondr  t'Aoelj'ieh  la  Cfcméiricda  Monge, 
.>édilioa(iS5o])  noict  deM.  IJouviile.  p.  S-,li. 
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face  proposée  tout  le  long  de  la  ligae  géodésitjae;  celle- 
ci  sera  également  géodésique  par  rapport  à  la  surface 
imiliaire ,  et  par  conséquent  sa  transformée  plane  sera 
nne  ligne  droite.  Ainsi  dans  le  cas  actuel  r  est  infini ,  de 
sorte  que  costx  est  nul;  d'où  on  peut  déduire  ce  résultat 
bien  connu,  que  le  plan  osculateur  de  la  ligne  gèodé- 
sique  est  constamment  perpendiculaire  au  plan  tangent. 

IV. 

En  1 85 1  on  a  proposé  pour  le  concours  d'agr^atioit 
la  question  suivante,  traitée  avec  élégance  par  M.  Dieu 
dans  les  Nouvetlet  Annales  (t.  IX,  p.  33)  :  Trouver 
l'équation  diffèivntielle  des  courbes  planes  qui,  enrou- 
lées sur  un  cylindre  droit  à  base  circulaire,  donnent  des 
courbes  dont  le  rtxyon  de  première  courbure  est  constant. 

Four  résondre  cette  question ,  je  remarquerai  ici  et  je 
démontrerai  à  l'instant  que  si  r  est  le  rayon  de  courbure 
d'une  courbe  plane,  R  le  ra^ou  du  cylindre  sur  lequel  ou 
l'enveloppe,  u  l'angle  que  la  tangente  de  la  courbe  en- 
veloppée forme  avec  l'arête  du  cylindre,  eta  l'angle  entre 
son  plan  osculateur  et  le  plan  tangent,  ou  a  la  relalioa 
très-simple 

rsia'ay 

Or,  si  l'on  élimine  x  entre  celte  équation  et  la  rclalion 
précédemment  obtenue 


Rcip  sont  ici  des  quautîiés  confiantes,  et  celle  équaiiou 
peut  cire  considérée  comme  exprimant  la  propriété  ca- 
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ractérisiique  de  la  courbe  plane  demandée;  si  Ton  y  rem- 
place r  rayon  de  courbure,  et  ci>  angle  delà  tangente  avec 
une  perpendiculaire  à  la  base  du  cylindre  développée  en 
ligne  droite ,  par  leurs  valeurs  coniines  au  moyen  des  dé- 
rivées de  la  fonction  qui  exprime  l'ordonnée  de  la  courbe, 
on  obtiendra  l'équation  différentielle  demandée.  Mais 
déjà  sons  la  forme  présente  on  peut  reconnaître  que  si 
le  rayon  de  courbure  o  de  la  courbe  enroulée  doit  sur- 
passer le  rayon  R  du  cylindre,  on  pourra  par  chaque 
.  point  de  la  surface  cylindrique  faire  passer  deux  hélices 
satisfaisant  à  la  condition  voulue.  En  effet,  en  supposant 
deux  droites  menées  sous  les  angles  déterminés  par  la 
condition 


Vf 


l'équation  caractéristique  ci-dessus  est  satisfaite,  puis- 
qu'en  même  temps  le  rayon  de  courbure  r  est  infini.  Si 
l'on  devait  avoir  p  =  R,  ces  deux  hélices  n'existeraient 
plus,  ou  mieux  elles  se  confondraient  en  chaque  point 
du  rylindre  avec  sa  section  droite. 

V. 

Voici  comment  se  démontre  la  propriété  éntmcée  dam 
le  précédent  paragraphe  : 

Considérons  deux  faces  consécutives  du  prisme  droit 
infinitésimal  qu'on  substitue  idéalement  au  cylindre.  La 
droite  intersection  de  ces  deux  faces,  et,  sur  chacune 
d'elles,  les  éléments  correspondants  de  la  courbe  en- 
roulée, forment  les  trois  arêtes  d'un  angle  trièdre  dans 
leqael  on  connaît  deux  faces  et  l'angle  compris.  En  effet, 
les  deux  faces  conliguës  à  l'arèie  du  prisme  sont  m,  et 
17  —  M  —  rftt».  Quant  à  l'angle  de  ces  deux  faces,  il  est  le 
supplément  de  l'anglodccontingcncrdc  In  section  droite. 
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Donc,  pukjne  R  esi  le  rayoo  du  cylindre,  si  da  i>e^ré- 
sente  l'élément  du  corde  de  base ,  l'angle  en  question  est 

n  —  -^-  Or  si  l'on  appelle  dif  l'élément  de  l'arc  de  courbe 

enroulée ,  on  a 

dir^  ds. ainv, 

de  sorie  qu'en  appelant  A  l'angle  du  dièdre  suivant  l'a- 
rête du  prisme,  6  et  c  les  faces  adjacentes,  on  a  pour  ces 
trois  élémenis  les  valeurs  suivantes 


Or  l'angle  C  opposé  à  la  face  c  est  donné  par  la  formule- 
de  trigouomélrie  sphérîque 

co(c.sin6  =  cotCsiu  A  +  cosi.coiA, 

qui  à  cause  des  valeurs  ci-dessus  devient 

—  cot(w  +<^u}.sinu 


en  réduisant  et  en  ne  conservant  que  les  infiniment  petits 
du  premier  ordre,  on  tire  aisément  de  cette  dernière  équa- 
tion la  relation  suivante 

MngC  =  ^^^- 

Or  l'angle  C  est  ici  l'angle  du  plan  des  deux  élémenis 
consécutifs  de  la  courbe  enroulée  avec  la  première  face  du 
prisme,  c'est-à-dire  l'angle  du  plan  oscillateur  avec  le 
plan  langent;  c'est  ce  que  nous  appelions  a  dans  les  pa- 
ragraphes précédents. 
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VI. 


Eu  suivant  une  marche  analogue,  on  démontrera  que 
si  l'on  fait  la  transformée  plane  d'une  courbe  tracée  sur 
un  cdne  de  révolution  dont  le  demi-angle  au  centre  est  6, 
on  a  la  relation 

f  »in'  « 

'"      (/-*-  rsiDi»)tange* 

dans  laquelle  /  est  la  distance  du  point  correspondant  de 
la  courbe  donnée  au  sommet  du  cône,  et  par  conséquent 
le  rayon  vecteur  de  la  transformée ,  u  l'angle  de  la  tan- 
gente de  cette  transformée  avec  son  rayon  vecteur  ;  rson 
rayon  de  courbure;  ac  l'angle  du  plan  osculateur  de  la 
courbe  primiiive  avec  le  plan  tangent. 

Eliminaat  a  entre  cette  équation  et  la  relation 

p  =  rcosa, 

on  obtiendra  une  équation  caractéristique  courtes  courbes 
qui,  ewoulces  sur  un  cône  de  révolution,  donnent  des 
courbes  dont  le  rayon  de  première  courhuiv  est  constant. 
Ce  qui  renferme  comme  cas  particulier  la  question  du 
concours  de  i85i.  En  effet,  pour  revenir  à  celle-ci,  il 
suffira  de  remarquer  que ,  pour  passer  du  cane  donné  au 
cylindre  de  rayon  R,  il  faut  concevoir  que  S  tende  vers 
zéro ,  et  en  même  temps  que  /  taog  B  tende  vers  R. 

Parla,  il  novembra  iSSg. 
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HOMOGRAPHIE; 
PAB    M.    POUDRA. 


Problème.  ÉiaiU  donnes  cinq  poinis  a,  b,  c,  d,  e 
appartenant  à  une  figure  quelconque  de  l'espace,  et  les 
cinq  poinis  homologues  a',  b',  <^,d',e'  d'une  figure  ko- 
mographique  à  la  premiè/v,  on  demande  de  construire 
cette  deuxième  figure  par  des  moyens  analogues  à  ceux 
de  la  perspective. 

Les  quatre  poinis  a,  h,  c ,  d  peuvent  être  considérés 
comme  soiumets  d'une  pyramide  triangulaire;  soit  abc 
la  base  et  d  le  sommet. 

Soit  de  même  a',  b\  c\  d' la  pyramide  homologue,  et 
a'b'c'  la  base,  el  d' le  sommet. 

La  droite  de  qui  joint  le  cinquième  point  e  de  )a 
première  figure  à  d,  rencontrera  le  plan  abc  en  un  point 
/,  qui  sera  homologue  du  point  _/',  où  la  droite  d' e' 
de  la  deuxième  figure  rencontrera  le  plan  a'b'c'. 

Supposons  dans  le  plan  abc  une  Sgure  appartenant  au 
sujet  donné ,  et  dont  fon  t  partie  les  quatre  points  a,b,c,f 
homologues  à  ceux  a',  b',  c',  f  contenus  dans  le  plan 
a'b'c' de  la  deuxième  figure. 

Ces  deux  figures  planes  situées  dans  tes  plans  abc, 
a'b'c'  sont  homographiques  entre  elles ,  et  par  suite  ho- 
mologiques;  il  s'ensuit  qu'elles  peuvent  se  mettre  en 
perspective;  il  suffit  pour  cela  de  placer  en  perspective 
les  deux  quadrilatères  abcf,  a'b'c' j'. 

Soit  O  le  point  de  vue.  Regardons  ce  point  comme  ap- 
Itartenant  à  la  [n-emière  figure;  il  lui  correspondra  dans 
la  deuxième  un   poini  O',  qu'on  déterminera  ainsi  :  On 
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joint  o  à  dei  k  e;  ces  deux  droites  od,  oe  reitconiretit  le 
plan  abc  aux  points  respectifs^ et  h,  qui  ont  ponr  homo- 
logues les  points  g'  et  h',  où  ces  mêmes  droites  rencon- 
trent le  plan  a'b'c'.  Joignons  g'  à  d'  et  k'  k  e'.  Ces  deux 
droites  g'(^,  h'e'  seront  dans  le  même  plan,  déterminé 
par  les  deux  droites J* g' h'  elf'e'd'\  donc  elles  se  ren- 
contreront en  un  point  O'  homologue  de  O. 

D'après  cela,  il  est  très-facile  de  déterminer  le  point  M' 
de  la  deuxième  figure,  qui  est  l'homologue  d'un  point 
quelconque  M  de  la  première.  En  effet,  i"  la  droite  MO 
rencontre  le  plan  abc  en  un  point  m ,  et  le  plan  a'b'c'  en 
un  point  homologue  m'.  La  droite  O'M'm'  est  donc  l'fao- 
mol<^ue  de  la  droite  OMm,  et  passera  par  le  point  M' 
cherché.  a°.  Joignons  le  point  M  à  un  point  de  la  pre- 
mière figure ,  tel  que  d ,  dont  on  connaît  l'homologue  d'  ; 
cette  droite  Mi^  rencontrera  le  plan  abc  en  un  point  i, 
dont  l'homologue  i'  sera  à  l'inierseciion  du  plau  u'  b'c'  et 
de  la  droite  Oi'i';  il  en  résultei-a  que  la  droite  M rfi  aura 
pour  homologue  la  droite  M.'d'i'  passant  par  le  point  M', 
il  sera  donc  h  l'intersection  de  O'M'/n'  etdeM'd'i'. 

Il  résulte  de  ta  çonstmction  :  i"  que  la  perspective 
plane  de  la  première  Ggure ,  snr  le  plan  a'b'c'  prise  du 
point  O,  est  la  même  que  celle  de  la  deuxième  figure,  sur 
le  même  plan  prise  du  pointO'homologuedeO;ct  a"  que 
la  perspective  plane  de  la  première  figure,  prise  d'un 
point  quelconque  M  de  l'espace ,  considéré  comme  ap- 
partenant k  la  pr«mièi^  figure,  sur  le  plan  abc,  'étant 
miseen  perspective  sur  le  plan  a'b'c'  pour  le  point  O, 
donne  sur  ce  plan  a'b'c'  une  figure  qui  est  la  perspective 
plane  de  la  seconde  figure  sur  ce  plan ,  pour  le  point  M', 
homologue  de  celui  M. 

Ce  qui  donne  un  mo^en  très-simple  de  construction 
d'une  figure  homographique  à  une  figure  donnée ,  lors- 
qu'on connaît  cinq  points  homologues  des  deux  figures. 
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Au  luoycii  (les  cinq  points  homologues  daus  vhatjue  fi- 
gure, ou  les  place  daus  U  position  iudLtjuée  ci  dessus,  où 
deux  des  plans  homologues  tels  que  abc,  a'b'c'  sont  en 
perspective  pour  un  point  O  ci-dessus  déterminji.  On 
construit  ensuite  deux  points  homologues  tels  que  M,  M'. 
Alors  la  construction  s'achève  comme  il  suit  : 

Pour  déterminer  d'abord  le  point  K'  homolt^ue  d'un 
point  h,  on  mène  :  i°  la  droite  KQ  qui  rencontre  le  plan 
abc  en  K  et  a'b'c'  en  K',  Homoti^e  de  K.  La  droite 
K'O'  passe  par  le  point  K.'  cherché  ;  -9°  on  Cait  la  perspec- 
Uve  de  K  sur  le  plan  abc  pour  le  point  M.  Soit  n  cette 
perspective;  la  droite  nO  rencontrera  le  plan  a'b'c'  au 
point  n',  homologue  de  n ,  de  sorte  ^ue  n'M' sera  l'homo- 
logue de  n  M ,  et  passera  par  le  point  K'. 

Pour  avoir  la  droite  L',  homologue  d'une  droite  L,  on 
fait  d'abord  passer  par  O  et  la  droite  L  un  plan  qui  coupe 
a'b'c'  suivant  une  droite,  par  laquelle  et  par  O'  iàisant 
passer  un  plan ,  il  contiendra  U  droite  cherchée.  Ensuite 
par  L  et  M  un  autre  plan  qui  coupe  celui  abc  suivant 
une  droite,  par  laquelle  et  O  on  fait  passer  un  plan  qnî 
coupe  a'b'c'  suivant  une  droite;  par  cette  droite  et  M' 
faisant  passer  un  autre  plan ,  il  contiendra  la  droite  clfer- 
hée;  donc,  etc. 
Entre  deux  figures  homograpbiques  ainsi  placées,  il 
existe ,  outre  les  relations  niélrîqnes  counues,  les  relations 
descriptives  suivantes  : 

i<*.»Le9  deux  figures  ont  pour  droite  commune  l'in- 
lersection  des  deux  plans  abc ,  a'b'c'. 

a".  Elles  ont  la  droite  00'  commune,  mais  seulement 
en  direction;  on  voit,  en  effet,  que  O'  est  t'homologue 
deO. 

3°.  Dans  deux  figures  homologîques ,  Ipa^  droites  et  les 
pbms  homologues  étant  prolongés ,  se  rencçulreal  sur  le 
plan  dit  d'homologie  j  dans  tes  deux  figures  homographi- 
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ques  ci-dessus ,  les  deux  plans  abc,  a'b'e'  toal  l'office  de 
plans  homologiqaes  delà  manière  saîvante,  c'est  que  les 
droïies  et  les  plans  de  la  première  figure  étant  prolongés 
jusqu'au  plan  ahc,  et  celles  homologues  de  la  deuxième 
jusqu'au  plan  homologue  a'b'c',  il  en  résultera  deux 
figures  planes  qui  sont  eu  perspective. 

4°.  La  perspective  plane  de  la  première  figure  sur  le 
plan  abc  pris  d'un  point  quelconque  de  l'espace ,  et  celle 
de  la  deuxième  sur  le  plan  o'&'c'pris  du  point  de  vue 
hiHuologae,  atma  deux  figures  en  perspective  pour  le  même 
point  de  vue  O  ;  d'où  résulte  que  si  les  points  de  vue  ho- 
mologues sont  O  et  O',  la  perspective  de  la  première  fi- 
gure sur  le  plan  a'  b'c\  prise  de  O,  sera  la  même  que  celle 
delà  deuxième,  sur  le  même  plan,  prise  de  O'. 

5".  Au  plan  A  l'infini  de  ta  première  figure  corres- 
pond dans  la  deuxième  un  plan  I  à  distance  finie ,  et  réci- 
proquement aux  points  h  l'infini  de  la  deuxième,  cor- 
respondent des  points  situés  dans  un  plan  J  à  une  dis- 
tance finie. 

Dans  les  figures  h oino logiques  de  l'espace,  ou  ce  que 
j'ai  nommé  perspectives-reliefs ,  il  y  d  un  plan  d'honio- 
k^ïa  et  les  deux  plans  I  et  J  qui  soBt  tous  les  trois  paral^ 
lèles  ;  dans  les  deux  figures  homographiques ,  il  y  a  deux 
plans  d'homolt^ie  et  les  deux  plans  I  et  J,  et  ces  quatre 
planfts*  sont  généralement  pas  parallèles.;  de  sorte  que 
si  las  ckenx  plasa  d'homok^e  se  réunissent  en  un  seul^^, 
1m  p<Hats  O  et  O'  se  réunissent  aussi ,  ïes  plans  1 ,  J  et  le 
plan  d'homoli^e  deviennent  parallèles ,  et  alors  les  denx 
figures  sont  homologiqaes. 
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(TOlr  p.  w  )i 
pM  H.  LE  BESGUE. 


Théokéhe.  Le  produit  de  cinq  nombres  consécutifs  ne 
saurait  être  un  carré. 

Démonstration.  C'est  un  théorème  connu  que  ,  si  une 
puissance  n'*"',  savoir 

A"=  o"p"/. . ,  (a,  p, 7,,.,, premiers), 
est  décomposée  en  facteurs  premiers  entre  eux,  chaque 
facteur  sera  une  puissance  n'*"". 

De  là  suit  que  si  dans  un  produit  A .  B .  C , . . . ,  on  met 
«n  évidence  tous  les  facteurs  premiers  communs  à  plu- 
sieurs des  nombres  A,  B,  C,. . .,  ainsi  qu'il  suit  : 

h.  =  7*^S' ..    .A',     B  =  2«'3^5ï'...B', 
C=a'"'3^"5''"...C'..., 

il  faudra,  i°  que  A',  B',  C',...  soient  des  puissances 
n"™",  et  a^que  les  sommes  «  4- a'-f- «"...,  p-t-p'-HlS",,., 
y^-y'-l-y",.,,  soient  multiples  de  n. 

Ceci  posé ,  pour  démontrer  le  théorème  ci-dessus,  il 
suffît  de  remarquer  qu'il  ne  saurait  y  avoir  d'autres  fac- 
teurs premiers  que  a  et  3  communs  à  plusieurs  des  cinq 
nombres  consécutifs. 

Voici  les  six  seules  hypothèses  admissibles  : 
la  =  3"a',       a  +  1  =  a^  ft',         o  +  a  =  c-, 
î  <i-|-3  =  a''3'*/'.    <n.4  =  e'; 

(a)   ! 

(  a +  3  =  2' A  «  +  4  =  3^*-; 
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!«  =  «',  <,  +  i  =  2'fc',     «  +  2  =  3^.', 

a  étant  impair. 

'*^    i  «  +  3  =  3V.  a+4  =  =>'^'; 

,_.    (o=2"<7',  a+i  =  3^A',  a  +  2  =  2>'c', 

(  a-H3  =  d',  fl  +  4  =  2*3'e'j 

.g.    i  «  =  2*i',  o  +  I  =  ft'.  a +  11  =  a^î'c', 

f  o-H3=:rf',  a+4  =  2V; 

a  étant  pair. 

Comme  a',  b',  c'y  d',  e'  doivent  être  des  cairés,  l'hy- 
poihèse(i)  est  impossible,  parce  qu'elle  donne 

•  -4^  =  2. 

L'hypothèse  (a)  l'est  aussi  à  cause  de 

*'—«'=  3. 
L'hypothèse  (3)  l'est  paiement  à  cause  de 

L'h3rpothèse  (6)  est  impossible  à  cause  de 

d'—b'=3. 

L'hypothèse  (4)  est  impossible,  parce  que  b'  éunt  un 
carré  impair,  a  est  divisible  par  8  ;  de  lÀ 

7  =  1,     t=  2     et     ^e'—b'=3i 

ce  qui  ne  peut  arriver  que  pour 

^-=1,     b'=îi 
ce  qui  n'est  pas. 

.liKi.  Jf  UaiUm.,  I.  \IX.  (Murs  iSGo.  )  S 
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Eaflu,  t'Iiypothèsc  (5)  donne  d'  carré  impair;  par  suite 
a  est  de  forme 

8*  4-  6,     donc     «  =  ij 
et  comme  on  a 

rf'  — aa'=3,     d'où     rf'H-a'=  î(n'-(- i), 

on  aurait  une  somme  de  deux  carrés  divisible  par  3 ,  co. 
qui  est  impossible;  les  nombres  impairs  non  divisibles 
par  3  étant  de  forme 

6«±i, 
ont  un  carré  de  forme 

12/1+1, 

e  de  deux  lels  carrés  est  de  forme 


non  divisible  par  3. 

Ce  même  théorème  a  été  démontré  ainsi  par  M.  Alvin , 
élève  de  l'institulion  JaufFret. 

Lemme.  Le  produit  n  (a +  3)  de  deux  nombres  qui  dif- 
fèrent de  3  n'est  pas  un  carré. 

Corollaire,  (n*  —  4)  {'*' —  ')  n'est  pas  un  carré. 

Théorème.  Le  produit 

™-2./,-..n.«  +  i./.  +  2  =  («'-4)(«'-i}.n  =  P. 

de  cinq  nombres  cousécuiifs  n'est  pas  un  carré,  i°  pour 
n  impair;  3°  pour  n  é^l  au  produit  d'un  nombre  im- 
pair n'par  une  puissance  paire  de  a  (2',A^  o)>  Dans  ces 
deux  cas ,  on  est  conduit  à  rendre  (n' — 4)  ("* — ')  carré. 
3°.  Le  produit  P  n'est  pas  un  carré  si  n=  a'**"*"''  n' 
(A'|>o,  n' impair).  Car  la  plus  haute  puissance  de  s  qui 
divise  P  est  a* '*+''+'.  4°.  Pour  ndoubled'un  impair  et  de 
forme  8n'4-  a,  on  prouve  par  la  considération  du  dïvi- 
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seul'  3  (qui  divisu  nécessairement  uit  des  nombres  n  —  i), 
n,  HH-i),  que  8n'+i  et8n'-t-4  sont  carrés  conformé- 
meut  au  lemme.  5°.  Pour  n  =  Sn'-i-  6,  la  même  consi- 
dération du  diviseur  3  montre  que  l'un  des  deux  nombrea 
8n'-l-  5  ,  8fi'+  7  (n  —  I,  n-f-i)  est  carré^  ce  qui  est 
impossible. 

Il  est  donc  prouvé  que  le  produit  P  n'est  jam&is  carre. 
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|>aJil.XIII.  r.*l); 

Pak  HH.  BBLLAVms,    HANNHBIM 
Et  Akcklo  GENOCCHl. 

Le  triangle  ABC  a  un  sommet  fixe  A ,  nu  angle  eon- 
slant  CAB  ;  tes  sommets  B  et  C  sont  sur  noe  droite  Gxfr. 
LVnveloppe  du  cercle  circonscrit  est  un  cercle. 

Lemme.  La  courbe  réciproque  d  une  circonférence  est 
une  circonférence  touchant  les  tangentes  menées  du  pôle 
à  la  circonférence  donnée.  La  courbe  réciproque  d'une 
droite  est  une  circonférence  passant  au  p^le  et  touchant 
tn  ce  point  une  parallèle  à  la  droite  àoanie. 

Soit  A  le  sommet  fixe  de  l'angle  mobile  CAB.  D'un 
point  quelconque  O  de  la  perpendiculaire  AD  et  avec  OA 
ponr  rayon  je  décris  une  circonférence.  Elle  rencontre 
les  droites  AB  et  AC  aux  points  E  et  F. 

L'enveloppe  des  droites  telles  que  EF  est  une  cîrcon- 
férmce,  piûsque  l'angle  EAF  est  constant. 

L'enveloppe  des  circonférences  réciprt>ques  des  droites 
EF  est  donc  aussi  une  circonférenee. 

La  courbe  réciproque  de  EF  passe  par  le  pôle  A  et  par 
les  points  B  et  C,  réciproques  dc^s  points  E,  Fj  elle  est 
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éoiic   la  circonférence   circonscrite    au    tnaiigle   CAR. 
Donc,  «te. 

(*).  On  peut  employer  la  même  métliode  pour  résoudre 
la  question  suivante  ; 

D'un  point  S  pris  dons  te  plan  d'une  circonférence  O 
on  mène  une  sécante  SAB ,  on  lîécrit  deux  circonférences 
pasfanten  Sel  tangentes  à  la  circonférence  O  aux  points 
A,  B,  Le  lieu  des  points  de  rencontre  C  de  ces  circonfé- 
rences est  une  circonférence  décrite  sur  SO  comme  dia- 
mètre. 

Cette  question  doune  lieu  à  un  genre  de  transformation 
dans  lequel  à  «D  point  corrcspoad  un  cercle,  et  â  une 
ligne  droite  correspond  an  point. 

Les  questions  que  l'on  obtiendra  par  ce  ptx>cédé  peu- 
rent  s'obtenir  par  deux  transformations  successives.  A 
nne  quesiioa  A  en  correspond  une  autre  B,  obtenue  par 
la  théorie  des  polaires  réciproques  j  4  cette  dernière  en 
correspond  une  autre  C ,  obtenue  par  la  théorie  des  rayons 
réciproques. 

La  question  C  que  l'on  obtient  ainsi  aurait  été  trouvée 
directement,  si  l'on  avait  appliqué  à  la  question  A  le 
genre  de  transformation  dont  nous  avons  parlé  plus  haut. 

Remarque,  Soit  N  la  courbe  polaire  réciproque  d'une 
courbe  M  par  rapport  i  un  cercle  dont  le  centre  O  est 
quelconque.  Le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées du  point  O  sur  les  tangentes  à  la  courbe  N  est  la 
courbe  réciproque  de  M.  Réciproquement,  la  réciproque 
du  lieu  des  pieds,  etc. 

De  cette  remarque  on  déBuît  immédiatement  ce  théo- 
rème important  bien  connu  :  La  polaire  réciproque  d'une 
conique  par  rapport  à  un  cercle  décrit  d'un  de  ces  foyers 

{')  Ce  qui  mit  ml  de  M.  Mannheim. 
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est  un  cercle.   En  i;llel,  la  projeciiuii  du  fuyer  sur  Itif 
tangenies  est  un  cercle. 

Un  théorème  analogue  subsiste  pour  le  Inangle  sphé- 
rique  ABC,  et  se  démontre  par  la  projection  stéréogra- 
phiqué,  qui  n'est  encore  qn'une  transformation  par  rayons 
vecteiiFS  réciproques. 

M.  Genocchi'  (  Angelo)  ajoute  qu'on  peut  se  donner  un 
autre  point  fixe  O  dans  le  plan  du  triangle  ABC,  et  sup- 
poser que  l'angle  constant  soit  BOC  au  lieu  de  BAC  On 
verra  que  1b  centre  du  cercle  circonscrit  doit  encore  par- 
couilr  une  hypertrale.  Si,  au  lieu  de  l'angle  BOC ,  on  sup- 
pose conslanl  le  produit  OBXOC,  le  même  centre  par- 
court une  ellipse ,  et  l'on  trouve  enfin  une  parabole  si  la 
somme  OB  +  OC  demeure  constante. 

Dans  ces  différents  cas ,  les  enveloppes  des  cercles  cir- 
ccmscrits  seront,  en  vertu  d'un  théorème  de  MM.  Qnetelet 
et  Sturm ,  les  caustiques  secondaires  par  réflexion^rela- 
lives  aux  coniques.  Ce  sont  aussi  les  lieux  des  perpendi- 
culaires abaissées  d'un  point  donné  sur  les  tangentes  d'uoe 
conique,  comme  l'a  démontré  M.  Dandelin ,  qui  les  dé- 
signe sotis  le  nom  général  de  ffl/R/iùcaref.  {Nouv.  Mèm. , 
Acad.  de  Bruxelles,  t.  IV.) 


TIlfiOltHH  SUR  UN  UXIMUM  ARITHMLOCrQUE 


Pak  m.  Josbpv  DERBÈS, 
£)è*e  (lel'iDtlilnUon  Barbet 


Démonstration.   i°.  Soit  r=  a  ;  N  est  pair,  les  deux 
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Lres  cherchés ,  c'est-à-dire  les  deux  nombi'es  sont  ^aiis 
ou  ne  diffèrent  que  d'une  unité. 

a°.  Soit  r  un  nombre  entier  quelconque  ;  si  a  et  i  dé- 
signent deux  nombres  composants  de  N ,  il  faut ,  d'aprèt 
ce  qui  précède,  pourobtenirun  produit  maiiimum,  que 
ces  deux  nombres  soient  égaux  ou  ne  difl%rent  que  d'une 
unilé.  Ainsi  N  pour  le  produit  maximum  doit  se  décom- 
poser en  X  -nombres  égaux  cbacun  à  A  -f- 1 ,  et  en  r*  —  x 
nombres  égaux  A  ft;  de  1&  donc 

:r  (i  +  ,)  +  [r  —  x)  i  =Ji  =  rA  +  x  =  i-m-  w; 
donc 


Ainsi  X  est  connu  et  k  ^ ;   donc 

3^Qte  du  Rédacteur.  Il  reste  à  démontrer  pour  quelle 
valeur  de  r  ce  produit  devient  un  ffioxinium  maximontm. 


GIKU.BS  OSGVUTEIIRS  RT  SIRTACES  OSCUUTRICfiS 
Ja»  les  ligin  tl  sirfatts  it  itxûimt  min  ; 

PA>  M.  G.  DUCOROY, 

OrHrin-  du  B^nic. 


l'équation  d'une  ellipse  (coordonnée  rectangulaire)  ;  l'é- 
quation générale  de  toutes  les  courbes  dn  deuxième  de- 
gré oacolatricea  à  celte  ellipse,  au  point  y,  y\  sera 


Kv 


■tj'-^'-'»(— *')]  =  o. 
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Chen-tuDl  le£  coudîtimu  pour  que  celte  équatiou  repré- 
sente un  cercle,  on  trouve  pour  la  vateiir  de  m 


re  qui  donne  la  consirnction  connue  du  cercle  oscnlii- 
teur  (*). 

2.  Soit  maintenant 


(') 


^'lu 


un  ellipsoïde.  Soil  b  l'axe  moyen. 

Deux  surfaces  du  deuxième  degré  qui  sont  oaculati'ices 
en  un  point  doivent  avoir  une  intersection  plane  passant 
par  ce  point  ;  en  effet,  le  plan  qui  passe  par  deux  points 
quelconques  de  la  courbe  d'iuterseclîoa  et  par  le  point  de 
contact ,  coupent  tes  deux  surfaces  suivant  deux  coniques 
qui  ont  cinq  points  communs  et  qui  par  conséquent  se 
confondent.  Toutes  les  surfaces  du  deuxième  d^ré  oscu- 
latrices  à  l'ellipsoïde  (i)  sont  donc  comprises  dans  l'équa- 
tion 


Leur  inlersection  avec  l'équation  (i)  se  trouve  tout  en 
^èrc  dans  le  plan 

(3)  z.-z'  +  m{j--y)+n{j^-y)=o. 

Pour  que  Féqnation  (a)  soit  une  sphère,  il  faut  que  celle 

(*)  I.'crj  nation  de  cv  tcrclo,  aprèa  avoir  dclerminc  i. ,  esl 
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intersection  soit  circulaire,  il  faut  par  conspuent  qae  le 
plau  (3)  soit  parallèle  à  l'axe  moyen;  donc  mt=io. 
Oh  trouve  alors 


Remarquons  que  ces  deux  valeurs  de  n  sont  précisément 
celles  qui  donnent  les  deux  secUons  circulaires. 

Cela  posé ,  on  trouve  aisément  le  i-ayon  de  la  sphère, 
qui  est  précisément  le  même  qae  celui  des  cercles  oscu- 
lateurs  k  la  section  principale  (x,  z)  au  point  {x',  s']. 

On  obtient  ainsi 

Les  quatre  omlnlics  d'un  ellipsoïde  se  réduisent  à  deux, 

si  a  =  i. 

3.  Des  deux  valeurs  de  jc'  et  z'  on  tire 

x"  i''      _ 

a' —  fi'      b'  —  c' 

C'esl  le  lieu  des  ombilics  de  tous  les  ellipsoïdes  bomofo* 
eaux  à  l'ellipsoïde  donné;  ce  lieu  est  une  byperbole  bo- 
mofocale  aux  sections  de  ces  surfaces  par  le  plan  des  xz. 

On  fera  exactement  les  mêmes  recherehes  pour  les  au- 
tres surfaces  du  deuxième  ordre. 

i.  La  méthode  donnée  plus  haut  pour  trouver  le 
cercle  osculateur  de  l'ellipse  ne  s'applique  qu'aux  courbes 

(■)  Ainsi  1b  sphère  osculatrico  n'ctiblo  <]iie  pour  quatre  points,  witolr 
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do  deuxième  degré  ;  mais  il  existe  une  propriété  du  cercle 
qui  permet  d'écrire  immédiatemeat  l'équation  du  cercle 
osculateur  en  un  point  d'une  courbe  quelconque  sachant 

que  »<m  rayon  />  ^  ^ —'-  • 


Soil  un  cercle  O,  DC  une  tangente  fixe,  M  un  point 
quelconque  de  la  courbe,  MD  la  perpendiculaire  siu- 
cette  langenle,  on  a 


Si  le  cercle  O  eat  osculateur  en  Cà  une  courbe  quelcon- 
que au  point  x',  y',  on  aura  donc  pour  son  équation 

qu'on  peut  mettre,  si  l'on  veut,  sous  la  forme  de  déter- 
juinant 

o  dx'  rfy  =  o. 
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NOUV^LI  CONSTBVGTHHI 
\t  ellipse  H  Mjti  d'il  i^itèn  it  diavèlrei  cmJi^  sik 

tractr  la  uiiHw  ; 
pAi  M.  SOMOFF, 

Prar«»iir  i  l'Diiiteraitc  de  Sainl-Pétersboure- 


11  y  a  déjà  plusieurs  sotuUons  de  cv.  problème  élémen- 
laire.  Celles  de  M.  Chasles  {*),  de  M.  Broch  {*')  et 
telle  qui  se  trouve  dans  la  Géomèirie  des  courbes  Ac 
M.  Berg^ry  sont  les  plus  simples.  Je  préscote  ici  une 
nouvelle  solution  qui,  étant  aussi  simple  que  celle  de 
M.  Chaslcs ,  repose  sur  une  démonstration  directe  qui  dé- 
rive naturellement  du  procédé  bien  ronnu  pour  tracer 
une  ellipse  par  points  au  moyeu  d'un  système  de  diamè- 
tres conjugués. 

Soient  AB  et  CD  les  diamètres  conjugués  d'une  ellipse 
dont  on  veul  trouver  les  axes.  Menant  par  le  centre  O  de 
l'ellipse  une  perpendiculaire  à  AB,  portons  sur  cette 
droite  deux  longueurs  OE  et  OF  égales  au  demi-diamè- 
Irc  OA.  Joignons  ensuite  tes  points  Eet  F  par  des  droites 
avec  l'extrémiié  C  du  second  diamètre,  et  menons  OH  cl 
OG  parallèlement  à  CF  et  CF..  H  est  sur  CE  et  G  sur  CF. 
Cela  fait,  ou  trouve  que  OH  4- OG  et  OH — OG  sont  les 
grandeurs  des  demi-axes,  et  les  bissectrices  de  l'angle 
HOG  cl  do  son  supplément  HOG'  sont  rcspectiv 
les  directions  de  ces  axes. 


ildcCrrlIc,  I.  XL. 
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Pa«  m.   lenglier, 

ProfeiMUr  lU  lycé«  de  Veruill«. 


On  donne  nue  e]tîps«  on  uoe  hyperbole  dont  AB  est 
l'axe  focal  et  F  le  foyer  le  plus  voisin  du  point  A  ;  par  ce 
point  A  on  ntAne  une  droite  quelconque  qui  rencontre  la 
courbe  an  point  C,  et  on  la  prolonge  d'une  quantité  CD 

telle,  que  —^  =  -  1  -  étant  une  quautité  donnée}  ;  puis 
on  tire  FD  et  BC  qui  »e  coupent  en  E ,  et  l'on  demande 
le  lieu  des  poinU  E  quand  AD  prend  toutes  les  positions 
possibles  autonr  dn  point  A. 

Nous  allons  résoudre  la  question  en  supposant  que  la 
roiii^  donn^  IK  aoît  une  courbe  quelconque  définie  ou 
non  géométriquement.  Les  trois  points  A,F,B  étant  aasn- 
jetiis  à  la  seule  condition  d'être  en  ligne  droite ,  la  trans- 
versale CB  donne  dans  le  triangle  ADF 

DEXPBXAC=FKX  ABx  CD,     . 
don 

DE  _  AB       CD 
ÊF~FB^AC' 

AB  1  j        .        j    CD 

^  est  constant,  ot  il  en  est  do  même  de—;»  car 


istant,  ei  il  rn  sera  de  mèinc  de 
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— pp —  OU  de  — .  Donc  le  lieu  chercLé  est  Iiomothé- 

tique  du  lieu  des  poiula  D  par  rapport  au  point  F.  Le  lieu 
des  points  D  est  bonio  thé  tique  de  la  courbe  proposée  par 
rapport  au  point  Â.  Donc  te  lieu  cberché  est  aussi  homo- 
thétiquc  de  cette  dernière.  Comme  les  trois  centres  dTio- 
mothèse  doivent  être  en  ligne  droite  et  que  de  plus  C  et 
E  sont  des  points  homologues ,  le  troisième  centre  est  le 
point  B.  C'est  ce  que  l'on  peut  voir  aussi  directement; 
car  la  transversale  AD  donne  dans  le  triangle  CDE 

BE  X  FD  X  AC  =  CB  X  FE  X  AD, 
d'oà 

BE_FE       XD 
BC~FD  ^  AC' 

Or  le  second  membre  est  constant,  donc  le  premier  l'est 
aussi.  Si  le  point  B  est  à  l'inGni ,  ou  si  l'on  mène  CE  pa- 
rallèle à  AF,  le  lieu  cherché  sera  une  courbe  égale  à  la 
proposée,  car  on  aura 

EC_C0       m  — a 
AF  ~  AD  ^      n      ' 
d'où 

EC  =  constante, 

et  l'on  sait  que  si  par  les  différents  points  d'une  courbe 
on  mène  des  droites  égales  et  parallèles ,  le  lieu  des  extré* 
inités  de  ces  droites  sera  une  courbe  ^ale  à  la  première. 

Logoc)- clique'.  Les  définitions  (janvier  et  février)  sont 
d'uii^défeciuosité  flagrante.  F  et  A  sont  deux  points  fixes, 
AY  une  jicrpendîculaire  sur  FA;  menons  une  droite 
quelconque  par  F  rencontrant  la  perpendiculaire  en  T; 
prenant  sur  cette  droile  TR  :=  TR',  les  points  R  et  R'  ap- 
partiennent n  la  logotycli<]uo  et  sont  dits  réciproques } 
décrivant  une  p.iraholc  ayant  F  pour  foyer  et  A  pour 
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sommet,  on  a  les  propriétés  énoncées  (p.  a8).  C'est  la 
mâme  courbe  que  la  strophoïdc  de  M.  Monlucci  (t.  V 
P-  4:0)- 


HVn  SDB  LIS  BPICVGLêIBSS} 
P&K  H.  DIii:U, 

Profew«nr  k  li  Facolt^  ds  Lyon. 


La  tiléorie  des  épicycloïdes  a  une  grande  importance, 
en  raison  de  ses  applications  au  tracé  des  engrenages  ; 
ainsi ,  dans  les  engrenages  à  flancs ,  les  pins  employés  de 
tous,  ce  sont  des  arcs  d' épicycloïdes  qui  terminent  les 
profils  des  dents  des  deux  roues,  si  l'engrenage  est  réci- 
proque, on  seulement  de  la  roue  conductrice,  si  l'engre- 
nage est  simple,  et,  dans  les  engrenages  à  fuseaux,  les 
profils  des  dents  de  la  roue  conductrice  sont  des  déve- 
loppements d'épicycloïdes.  Cette  théorie  a  donc  attiré 
1  attention  d'ërainents  géomètres ,  et  nous  devons  craindre 
que  le  mode  de  construction  de  la  développée  qui  fait 
l'objet  de  cette  Note  ne  soit  pas  nouveau^  cependant  nous 
lelivrons  au  jugement  des  érudits  et  des  dessinateurs  :  les 
premiers  décideront  s'il  est  original ,  les  derniers  nous 
sauront  peut-être  gré  de  le  faire  connaître,  ou  de  le  rap- 
peler, s'ils  veulent  bien  s'assurer  par  quelques  essais  de 
l'extrême  facilité  et  de  la  grande  exactitude  qu'il  procure. 


Soient  (O ,  OA)  le  cercle  fixe,  (C ,  CB)  le  cercle  rou- 
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laul  Jaiis  une  de  ses  positions,  où  il  louvlie  en  B  te  pré- 
cédent, D  le  point  diamétralement  opposé  à  B,  et  M  le 
point  décrivant. 

Voici  la  règle  très-simple  de  consiruction  du  centre  de 
courbure  : 

H  Prolongez  OD  de  DE  =  OA ,  lirez  ME,  et  menez  du 
»  point  O  ane  parallèle  à  ME,  qui  va  rencontrer  en  N  le 
n  prolongement  de  la  normale  MB;  le  point  N  est  le 
»  centre  de  courbure  correspondant  à  M.  h 

Cette  règle  convient  aussi  bien  aux  épicycloïdes  inté- 
rieures qu'aux  extérieures,  et  la  démonstration  est  la 
même  pour  ces  deux  genres;  nous  considérerons  le  se- 
cond. 

En  prenant  l'axe  des  x  suivant  le  rayon  du  cercle  fixe 
qui  passe  en  A ,  lorsque  M  s'est  trouvé  sur  ce  cercle,  si  l'on 
désigne  par  R ,  r  les  rayons  OA ,  CB ,  par  n  te  rapport 

— ï  et  par  y  l'angle  BCM ,  les  deux  équations 

i  r=R    cosw^.+  2rtsin?siD  fn-f-M^  1, 

i-eprésentent  la  courbe.  De  ces  ëquations  et  de  la  formule 

^_^    dz 
iix~  df  '  df 


de  laquelle  il  est  facile  de  conclure  que  la  normale  en  M 
passe  par  le  point  de  contact  B. 

Meitani  ces  valeurs  de  x,  y,  -j-^   en  fonction  de  y  , 
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dans  l'équation  générale  connue 


on  a  pour  la  normale 

n-Rsm«,+(S-Rcos«ç),cot(|n+^JT=o, 

et  CD  dérivant  cette  équation  par  rapport  à  9  considérée 
comme  seule  variable ,  il  vient 

2«Rsir,^-sin(«  +  i)T  +  (2«  +  .)(S-Rc..s«î}  =  o, 

qui  acbève  de  détermioer  le  centre  de  courbure.  Ces  deux 
é<(nalions  donnent,  pour  les  coordonnées  de  ce  centre,  les 
formules 

^  5=  R  [cos,,  -  j^-  .in  l  .in  (»  +  ;)»]• 

/  n  =  R|  sinn-pH ^sin-cos(«  +  -)  a-  U 

dont  la  comparaison  avec  les  équations  (t)  montre  que  la 
développée  est  une  épicycloïde,  [Afin  de  le  reconnaJlrc 
avec  précision,  on  déduit  des  équations  (1)  et  (2),  les 
carrés  des  rayons  vecteurs  OM  eiO,  (Ç,»);  le  rayon  du 

cercle  fixe  de  la  développée  ^  i  et  le  rapport  de 

l'autre  rayon  à  celui-là  est  n ,  comme  ponr  la  proposée.  ) 
Des  quatre  équations  (1)  et  (a),  on  lire 


et.  par  conséquent,  en  désignant  par  13  le  rayon  de 
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EJiiin,  comme  di2rsm-=:MB,  on  a 

..„       MB.OB 

P="«  +  -ÔD-' 

dont  notre  règle  n'est  que  la  traduction  en  langage  ordi- 
naire; celte  r^le  est  conséquemment  démontrée.  Si  l'on 
convient  d'appeler  MB  la  normale  en  B  à  l'épicycloïde , 
la  formule  précédente  conduit  encore  à  cet  énoncé  : 

«  Le  rayon  de  courbure  et  la  normale  en  chaque  point 
»  d'une  épicycloïde  sont  dans  un  rapport  constant,  qui 
R  surpasse  de  t  celui  des  rayons  du  cercle  fixe  et  du  cercle 
»  roulant.  » 

Il  suffi tdechaDgern,^,  wen  — n,  — /,  —  n  dans  tontes 
les  formules  précédentes,  pour  avoir  celles  qui  se  rappor- 
tent aux  épicycloïdes  intérieures. 

Nous  n'avons  besoin  de  rien  ajouter  sur  le  trace  des 
épicycioïdes  (engrenages  à  flancs).  Quant  au  profil  d'une 
roue  conductrice  dans  les  engrenages  à  fuseaux,  il  est 
bon  de  faire  remarquer  que  deux  manières  de  procéder 
se  présentent  :  i".  On  peut  décrire  par  points  une  partie 
de  l'épicycloïde  qui  donnerait  le  profil,  si  le  cercle  qu> 
représente  celui  d'un  fuseau  se  réduisait  à  son  centre, 
puis  chercher  (par  la  règle)  les  points  correspondants  de 
la  développée,  et  enfin  diminuer  tous  les  rayons  de  cour- 
bure du  rayon  des  fuseaux,  a".  On  peut  aussi  décrire 
immédiatement  par  points  la  dévelo[^ée,  épicycloïde 
dont  le  cercle  fixe  et  le  cercle  roulant  se  construisent  sans 
difficulté,  puis,  N  étant  iinde  ces  points,  chercher  M  par 
la  régie  inverse  ;  enfin ,  diminuer  MN  du  rayon  des  fu- 
seaux, etc. 
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Pour  )e  tracé  des  profHs  ëpîcycloïdaux ,  les  cercles  os- 
culateurs  ont  un  très-grand  avantage  sur  les  cercles  tan* 
genis  généralement  adoptes  d'après  M.  Poncelet.  [Feu 
M.  Savary  a  proposé  l'emploi  du  cercle  osculateur  dans 
ses  coars  à  i'Kcole  Polytechnique.  ¥  donnait-il  la  coa- 
straction  du  centre  de  courbure  fpie  nous  indiquons? 
Nous  n'avons  pu  noua  fixer  à  cet  ^ard;  mais  il  nous 
semble  que  s'il  l'avait  donnée,  l'usage  des  cercles  oscu- 
latenrs  aurait  prévalu.]  Dans  la  plupart  des  cas,  les  cer- 
cles tangents  difièrent  beaucoup  trop  des  cercles  oscu- 
lateurs  respectifs,  pour  ne  pas  s'éloigner  trùs-sensible-^ 
ment  de  l'épicycloïdc ,  même  fort  près  du  contact,  et, 
par  conséquent ,  on  doit  en  employer  beaucoup  plus  pour 
tracer  un  profil  avec  assez  d'exactitude.  Il  est  facile  de 
justifier  cette  assertion ,  en  discutant  la  dernière  exprès 


uéral  tris-petit  par  rapport  au  premier  MB ,  et  peut  même 
en  approcher  beaucoup. 

En  effet,  i**  si  OB  ]>  CB ,  ce  qui  est  le  cas  du  profil 
d*nne  roue  engrenant  avec  un  pignon,  on  a  0D<^30B, 

par8mte^^^ouBN>iMB,etladifférenceOD— OB 
peut  être  fort  petite,  de  sorte  que  BN  soit  très-voisin  de 
MB  ;  a"  si  OB  <|  CB ,  ce  qui  est  le  cas  du  profil  d'un  pi- 
gnon ,  on  aOD>30B,par  suite  BN<|  MB,  mais  BN 

peut  être  très-près.de  cette  limite  supérieure.  Or  BN4st, 
pour  ainsi  dire,  l'erreur  sur  le  rayon  du  cercle  que  l'on 
prend,  au  lieu  du  cercle  oscnlateur. 


ilna.  de  Maïk/mat.,  i 
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NOTE 

8ir  U  qiKtioi  proptsjt  coimc  sijct  Je  coa^iilioi  ■alkéatti^H 

fw  l'diiuiH  1  l'Iult  PeljteckiifM  h  i851  ; 

Pu  H.  Ci.  bourgeois. 


La  queslion  dont  il  s'agit  était  énonce  daus  les  termes 
snivaDts  : 

Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  qu'admet  Vé- 
qaation 

z  =  Aùnx  +  B 

pour  chaque  système  de  voleurs  des  coef/icienU  A  et  B, 
et  effectuer  la  séparation  de  ces  racines. 

Application  à  l'équation  x^^  3i42sinx  +  157. 

Deux  solutions  de  cette  question  ont  été  données  dan» 
le  tome  XVI  de  ces  Annales  (p.  3^6  et  43o).  La  pre- 
uUre  solution  laisse  beaucoup  à  désirer  an  point  de  Tue 
ibëorique,  et  l'auteur  ne  traite  l'application  numéncpie 
qu'apréa  avoir  fait  subir  aux  coefficients  donnés  une  pro- 
fonde altération.  La  deuxième  solution  a  l'incon renient 
de  ne  pas  rattacher  la  cjuestion  d'une  manière  suffisante 
aux  principes  fondamentaux  de  l'algèbre.  H  ne  s'agissait 
pas  effectivement,  pour  les  candidats,  de  résoudre  un 
problème,  mais  seulement  d'appliquer  les  théorème» 
connus  relatifs  k  la  variation  des  fonctions. 

Od  obtient  one  solution  fort  simple  de  la  question  es 
suivant  U  marche  tracée  par  M.  J.-A.  Serret  dans  un 
article  qui  fait  partie  du  t.  V  des  Annales  de  l'Observa- 
toire impérial  et  qw  est  intitulé  :  Note  sur  l'équation 
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dont  dépend  l'anomalie  excentrique  et  sur  les  série*  tfui, 
se  présentent  dans  la  théorie  du  mouvement  elliptique 
des  corps  célestes.  Texposerai  ici  cette  solution  en  petL 
de  mots ,  afin  de  présenter  aux  candidats  le  type  de  la  ré> 
poose  tpà  leur  était  demandée. 

Solution.  Remarquons  d'abord  que  l'on  peut  toujotirs 
au[qioser  A  posiUf;  enefièt,  si  le  contraire  a  lieu,  et  que 
l'on  faste 


l'équation  i  résoudre  deviendra 

x'=A'«in«r'+B'. 

Cette  équation  transformée  est  de  même  forme  que  la 
proposée ,  et  le  coefficient  A' est  positif. 
Cela  posé,  notu  ferons 

(i)  J  =  '  —  Asin*  —  B, 

et  en  désignant  par  y'  la  dérivée  de  /,  on  aura 

(a)  y=i  — Aco»*. 

Nous  distinguerons  les  trois  cas  A<^iyA=:i,A>'i. 

i".  Si  l'on  a  A  <  I ,  la  dérivée  j''  est  constamment  po- 
sitive, donc  y  est  une  fonction  croissante  ;  par  suite  l'é^ 
quatïon  proposée 

r=o 

ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  réelle.  D'ailleurs  cette 
raàne  existe  effectivement ,  puisque  l'on  a 

_y  =  —  06     pour     *=  — «, 
j-=-f-«      pour     *  =  +oo. 
a".  Si  l'on  a  A^i,  la  conclusion  précédente  subatstet 
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, car  l'Afualion  (2)  donne 

y  =  a  sin'  -  X  ; 

la  dérivée  y' peut  s'annuler,  mais  elle  n'est  jamais  néga- 
nve,  en  sorte  (}ue  la  fonction  y  est  croissante,  comme 
dans  te  cas  de  A  <^  t . 

3".  Si  l'on  a  A>-i,  on  peut  faire  A  = t  «dési- 
gnant un  arc  compris  entre  o  et  -  ;  les  équations  (1)  et  (a) 
deviennent  alors 

I     . .  i  *in  I      „ 

il  bit)  7  =  " B, 

'         '  -^         .       cosa 


{a  M  y=. 


cosz 


Soit  K  un  entier  arbitraire  positif,  nul  on  négatif,  cl  fai- 
sons croître  jc  depuis  a  Kir  —  a  jusqu'à  a(K-|-  i)}r — et. 
Dans  l'intervalle  de  jt  =  aKn  —  a.  à  x=  aKr  +  a,  la 
fonction  j)'  est  décroissante,  car  la  dérivée  y'  est  alors 
nulle  ou  négative;  au  contraire,  dans  l'intervalle  de 
X  =  iKti -J-a  à  j::=a(K-+i)7r  —  a,  la  fonction  y 
est  croissante,  car  la  dérivée  y"  est  nujie  ou  positive. 
L'équation  proposée  ne  peut  donc  avoir  qu'une  seule 
racine  entre  aKn  —  a  et  aKn  +  a,  et  une  seule  entre 
aKit  +  5t  et  a(K-|~i)7r  —  «.  Il  est  facile  de  reconnaître 
si  ces  racines  existent  efTectivemcnt. 
Posons 

(3)  '  +  °-"°«'  =  .-/, 

14)  îr-îiïnif  =  ,._/., 

neln' étant  des  entiers  positifs  nuls,  ou  n^atifs,  felf' 
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des  fractions  inférieures  à  l'unité  et  positives  ou  nulles, 
on  aura 

j-  =  an  {K  —  «  +/)  pour     x  =  aKw  —  a, 

j'^2it(K — «'+/')  pour     «  =  »Kir  +  a, 

j-  =  aw(R  +  i  — JI+/')    pour     *  =  ï(K  + i))r  —  «; 

donc  pour  que  réquation(i)  ait  une  racine  «Dire  a  Kn — a 
et  sKn-t-a,  il  faut  et  il  suffit  que  K  soit  l'un  des  nom- 
bres n,  n+if  n  +  a,.. .,  n' — i.  On  ne  peut  jamais 
avoir  n'<l^n\  mais  si  n'=n,  il  n'existe  pas  de  racines 
entre  aKw  —  «et  aK7H-«-  Pareillement,  pour  qu'il  y 
ait  une  racine  entre  aKir  +  a  et  a  (K  +  i)7t  —  «,  il  faut 
et  il  suffit  que  K  soit  l'un  des  nombres  n — i,  n,  n  +  i,,.., 
n' —  t .  U  résulte  de  là  que  l'équalioa  proposée  a 

=(»■—)  +  . 

racines  réelles  dont  la  séparation  est  évidemment  effec- 
tuée par  ce  qui  précède.  Cette  conclusion  subsiste  si  l'une 
des  fract!on«  f  ou  f  est  aulle;  seulement  dans  ce  cas 
l'équation  proposée  a  deux  racines  ^ates. 

On  peut  abréger  le  calcul  des  nombres  n  et  n'  lorsque 
A  est  un  grand  nonUire;  car  l'on  a 

-  — «  =  sin("  — a)  +  2sin'(-  — aW..., 


et  comme  sin  I 


"=;-(i  +  si+--)' 
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on  peat  deoc  fcrira 


-/' 


'= ho.aS  — ( -H 7T+--  I 

2»  \airA       lairA'  / 


ait(A  +  VA'— i) 
= 0,25  + ( 7-1 l 


A  étant  un  grand  nombre,  l«s  deux  dernières  p«rûe&  de 
ces  formules  n'influeront  pas  sur  les  valeurs  de*  parU<a 
entièree  n  et  n';  on  aura  donc  avec  une  exactitude  gi&o^ 
ralement  suffisante 

(5)  „,/=2^  +  o,a5, 

(6)  V-/'=^-o,25. 

jippiieation.  Dans  l'exemple  proposé  aa  a 
A  =  3i4a,     8=157. 
Les  formules  (5)  et  (6)  donnent 

«-/  =  - 474,83; 
«'-/'= +  5a3,8o. 
Avec  les  formules  (3)  et  (4)  on  aurait  eu 

.       «-/  =  '474.«»i 
«'—/'=-»- 524,81; 

donc  n  =  —  474 ,  n'=  5a5 ,    n'~  n  =  999  j  le  nombre 
des  racines  de  Tëcpiaiion  proposée  est  donc 
a(/.'-«)+ 1  =  1999. 
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UUUMIRS  BliR  L'ARTICLB  U  LA  PAGE  U2; 
PiB  H.  LE  BESGUE. 


1.  La  démoDstratioD  par  laquelle  on  prouve  dans  l'ar- 
dcle  de  la  page  1 1  a  de  ce  volume ,  que  cinq  nombres  con- 
sécutifs ne  peuvent  avoir  un  carré  pour  produit,  peut 
aussi  montrer  que  ce  produit  ue  saurait  être  un  cobe. 

Pour  cela',  il  suffit  de  changer  dans  les  systèmes  (i)  à 
(6) ,  a',  b\  c',  d',  e'  en  A»,  B',  C,  D%  E'.  II  en  résulte 
les  six  ^nations  suivantes  : 

E'— (?  =  »,  .     C— A'=a,      E*— A'  =  4^ 
a'E*-3'C'  =  7,     D»— 2"C'=i,    D*— B'=a, 

qui  tontes  rentrent  dans  l'équation 

démontrée  impossible  (Legendre,  Théorie  des  Nombivt, 
t.  n,  p.  9).  Il  faut  remu^uer  qne^  peut  être  positif  ou 
négatif.       . 

3.  Les  31  dernières  lignes  de  l'article  page  lia  cou- 
Uennent  tme  seconde  démonstration  de  ce  théorème . 
Cinq  nombres  consécutifs  ne  peuvent  avoir  un  carré  pour 
prodnit.  Il  eût  été  naturel  de  la  supprimer  comme  moins 
simple  et  moins  directe  que  la  première.  Il  eût  falla  sur- 
tout n'y  pas  laisser  les  fautes  suîvsmtes^  qui  la  rendent 
presque  inintelligible. 

Page  ii4(  ligne  iS,  ait  lieu  de  ùiai^  lisez:  ainsi  qu'il 
suit. 

Ihid,  ligne  i^  y  ajoutez  :  excepté  pour  a  ^  i. 

îbid,  ligne  a4  >  changez  :  3*  en  3*'. 
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Page  1 15 ,  ligne  3 ,  changez  :  conformémeat  en  contrai- 
remenl. 

Ibid,  ligne  4i  mettez  :  l'un  au  moins  des  deux  nom- 
bres, au  lieu  de  l'un  des  deux  nombres. 
'   Ces  corrections  faites,  chacun  rétablira  facilement  ta 
démonstraUon. 


TH^RÊHE  SUR  LES  COU&BUtKS  DES  LIfiKES; 

P*«   M,   0.    BOKiEN    (d«    Solz,    Wdbtbmbsbo). 


I.  Étantdonnée  une  ligne  quelconque  sur  une  surface, 
p'  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne,  désignons  par  f 
l'angle  que  son  plan  osculateur  fait  avec  le  plan  langent 
de  la  surface ,  par  a  l'angle  que  la  ligne  fait  avec  une  ligne 
de  courbure,  par  R  et  B'  les  rayons  de  courbure  piinni- 
paux  ;  on  a 

'■•>  f       im,\    »     +    H'    ; 

Pour  le  démontrer,  soit  ç  le  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  de  la  surface  qui  passe  par  la  tangente 
de  la  ligne;  on  a,  d'après  les  théorèmes  connus  d'Euler 
et  de  Meunier, 


donc,  etc. 

S.  Le  rayon  de  courbure  p'  de  la  ligne  est  donné  ici 
par  quatre  variables  9),  a,  Ret  R'j  supposons,  parexem- 
ple>  que  dans  une  certaine  ligne  f  soit  une  fonction  donnée 
dej>',  l'équation 
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exprimera  toutes  lea  lignes  sur  les  surfaces  où  l'angle  du 
plan  osculateur  de  la  courbe  et  du  plan  tangent  à  la  sur- 
face est  une  fonction  donnée  du  rayon  de  courbure  de  la 
ligne. 
Si  cet  angle  est  constant,  on  a 

I  /cos'fl      sin'aX 

(3)  --„„.,x(-^H-j^), 

et  si  la  constante  dans  cette  équation  est  égale  à  l'unité , 
nous  avons 
, ,,  I        cos'd       sin'a 

cette  formule  se  rapporte  aux  lignes  géodésiques,  dont  le 
plan  oscillateur  est  nonnal  à  la  surface,  c'est-à-dire  où 
l'angle  f  est  égal  à  go  degrés. 

Pour  montrer  l'application  de  cette  équation ,  prenons 
le  cas  des  ligues  géodésiques  sur  l'ellipsoïde;  ici  on  a  en 
coordonnées  elliptiques 

ft_   (P*  — f')'(p'  — "')' ^     ^,_.  (p'-f')'  (p'  — *')'   . 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4),  on  trouve 
après  quelques  réductions 

i,=p''''~''f'''~''r[p'-(f'«»''-+'''i"'°)i- 
•■  (p'-f')' (?'-•■)' 

D'après  M.  Liouville,  on  a  ' 

fi'cos'o  +  ï'sin'a=.const.  ; 

D=  (p*  —  f*')',D'=(p' — v')' ,  sont  les  dcDii-diamè- 
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très  de  l'ellipsoïde,  parallèles  aux  lignes  de  courbure; 
donc  nous  aroDs 

D»D" 

=  const. 

P 

pour  les  ligues  géodésîques  de  l'ellipsoïde. 

3.  Dans  les  surfaces  où  R  et  K'  sont  de  même  signe , 
d'après  l'équation  {i),p'  ne  peut  pas  devenir  égal  A  l'în- 
&ni,  et  par  conséquent  trois  points  consécutifs  d'une 
cotirbe  sur  ces  surfaces  ne  sont  jamais  en  ligne  droite. 

Mais  dans  les  cas  où  R  et  R'  sont  de  signes  différents,   -y 
est  ^alà  zéro,  si 

taDga=±y/— • 

i.  Dans  les  surfaces  développables ,  les  formules  pré- 
cédentes  se  simplifient  remarquablement;  on  a  alors  au 
Heu  de  (i) 

et  pour  les  lignes  géodésiques 

<«)  '>  =  ^- 

5.  Soient  X,  Y,  Z  les  quotients  dilférentiels  de  l'é- 
quation 

/'>. /.»}  =  ». 

on  a  pour  les  lignes  géodésiques 

(Ydi—Zdy}d'xA-{Zdi+\(tt)dy+{Xdr—Ydx)d't=zo, 

et  pour  les  lignes  de  courbure 
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Désignons,  pour  abréger,  ces  deux  équalions  par 
J  =  o,     J'  =  o;. 
M.  Joachioutbal  a  prouvé  (*) ,  en  employani  une  for- 
mule de  Jacobî ,  que  l'on  a 

dXdx  +  dYdy+dZd*     "*"        X'+Y'+Z' 

dxd*x-\-dxd'y-^d'fik 

dx'+ify'+d^  **■ 

Supposons  que 

(,)  T(p,^,...)  =  C 

soit  une  intégrale  de  cette  ^uation  différentielle j  C  est 
une  constante,  ;>,  p',. .  •  sont  certains  paramètres,  par 
exemple  :  les  diamètres  de  ta  surface  qui  sont  paralliles 
aux  tangentes  ou  aux  tangentes  conjuguées  des  lignes 
géodésiques  et  de  courbure  auxquelles  l'équation  (^}  se 
rapporte;  des  rayons  de  courbure  de  sections  normales 
qui  passent  par  ces  tangentes;  des  perpendiculaires  abais- 
sées du  centre  sur  ces  tangentes  ou  sur  les  plans  tan- 
gents; det  distances  polaires  (Journal  de  M.  J^iouville, 
t.  Xni,  p.  4'5)9  ^tc.  Comme  l'équation  (7)  représente 
en  même  temps  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  géodé- 
siques,  elle  doit  établir  la  liaison  intime  qui  existe  entre 
ces  deux  espèces  de  lignes  ;  et  l'on  pourra  en  général  dire , 
du  moins  dans  tous  les  cas  où  t]  n'y  a  pas  d'autres  para- 
mètres dans  l'éqnation  (7)  que  ceux  fpie  je  viens  de 
citer,  que  la  constante  C  a  la  même  valeur  pour  toutes 
les  lignes  géodêsiques  qui  sont  tangentes  à  la  même 
ligne  de  courbure.  Maintenant  nous  pourrons  distinguer 
plusieurs  espèces  de  surfaces  : 

i".  Surfaces  où  à  chaque  ligne  de  courbure  convient 
une  valeur  spéciale  de  C  ,  différente  des  autres. 

C)  Nom  kiw  ptopoaaiu  de  dsBnar  c«tle  dàBosMratien.     Tu. 
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Une  ligne  géodésique  ne  peut  être  tangente  qu'à  une 
seule  ligne  de  courbure  ;  elle  coupera  toutes  les  autres 
qu'elle  rencontre.  Four  toutes  les  ligues  géodësiques  qui 
sont  tangentes  à  la  même  ligne  de  courbure  dans  les  points 
oii  elles  rencontrent  une  autre  ligne  de  courbure ,  la  con- 
stante C  aura  la  même  valeur  dont  nous  avons  l'équation 

F{p,p;...)=F(p,.p;....), 

qui  établit  des  rapports  entre  les  paramètres  p,  p',- . .  et 
Pi>P',i-  •  '  pour  les  points  de  rencontre. 

Si  la  surface  a  un  ombilic ,  ce  sera  de  même  une  valeur 
particulière  de  C  qui  lui  correspond  ;  donc  toutes  les  lignes 
géodésiques  qui  passent  par  un  ombilic  couperont  les  li- 
gnes dccourburc  sans  toucheraucune  d'elles.  Prenons,  par 
exemple ,  une  surface  conique  et  développons-la  dans  un 
plan.  Les  lignes  de  courbure  se  changeront  en  cercles 
concentriques  el  les  lignes  giîodésiques  en  droites,  el 
comme  une  droite  ne  peut  toucher  qu'un  seul  des  cercles 
concentriques,  et  qu'elle  coupe  tous  les  autres  cercles,  les 
lignes  géodésiques  sur  les  surfaces  coniques  ne  touchent 
qu'une  seule  ligue  de  courbure  et  coupeut  toutes  tes  autres, 

3°.  Surfaces  où  une  même  valeur  de  C  correspond  à 
deux  lignes  de  courbure. 

Chaque  couple  de  telles  lignes  divisera  la  surface  ea 
trois  parties  ou  zones ,  Z ,  Z',  Z",  dont  elles  enferment  la 
moyenne  Z'.  Toutes  les  lignes  géodésiques  qui  touchent 
la  première  ligne  de  courbure  traverseront  la  zone  Z'  en 
coupant  toutes  les  lignes  de  courbure  qui  s'y  trouvent, 
puis  elles  toucheront  la  seconde  ligne  de  courbure  qui  li- 
mite cette  zone,  et  après  elles  parcourront  une  seconde 
fois  cette  zone,  et  ainsi  de  suite,  en  y  formant  des  tours 
innombrables  qui  sont  limités  par  les  deux  lignes  de 
courbure.  Si  ces  surfaces  ont  des  ombilics,  elles  en  au- 
ront eu  général  quatre,  auxquels  convient  la  même  va- 
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leur  de  C  ;  toutes  les  lignes  géodésicpies  (piî  partent  d'un 
inùmc  ombilic  se  coupent  dans  un  autre  ombilic.  Voici 
des  exemples  de  ces  surlaces  :  la  sphère ,  l'ellipsoïde ,  les 
hyperbolotdes^  les  surface*  de  révolution  qui  sont  symé- 
triques par  rapport  à  un  plan  équatorîal ,  perpendicu- 
laire à  l'axe  de  révolution ,  et  en  général  aussi  les  autres 
surfaces  qui  sont  symétriques  par  rapport  à  un  plan. 

3**.  Si  la  même  valeur  de  C  convient  à  plus  de  deux  li- 
gnes de  courbure,  on  ne  pourra  en  général  dire  que  les 
lignes  géodésiques  sont  enfermées  dans  des  zones  limitées 
par  deux  lignes  de  courbure  seulement  ;  mais  il  peut  ar- 
river que  la  même  ligne  géodésique  touche  trois  ou  plus 
'  de  lignes  de  courbure.  Développons,  par  exemple,  une  sur- 
face développable  dans  un  plan,  Taréle  de  rebroussement 
se  changera  en  une  courbe  plane;  les  tangentes  de  cette 
courbe  et  celles  des  courbes  parallèles  qui  coupent  ortbo- 
goaalement  les  tangentes  à  l'arête  de  rebroussement,  sont 
les  transformées  des  lignes  de  courbure ,  des  lignes  droites 
tracées  dans  le  plan  sont  les  transfonnées  des  lignes  géodé- 
siques. Or  il  arrivera  souveut  que  les  droites  touchent  trois 
ou  plus  des  courbes  parallèles ,  et  dès  lors  on  conclura 
que  dans  une  surface  développable  les  lignes  géodésiques' 
peuvent  toucher  trois  ou  plus  de  lignes  de  courbure  (*). 

SOLUTION  DE  U  QUESTION  436 

Put  MM.  L.  BRAULT,  LAQUIÈRE,  E.  RAGONNËAU, 
HARQUET  ET  DAUCAN. 

Quelle  est  l'enveloppe  de  la  droite  dont  la  somme  des 
carrés  des  distances  à  deux  points  fixes  est  donnée? 
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Soient  A ,  B  les  deux  poiats  donnés.  Prenons  AB  pour 
Bxes  det  x ,  et  pour  axe  dea  y  une  perpendiculaire  élevée 
sur  la  milieu  de  AB.  Appelons  ac  la  distance  AB. 

L'équation  de  l'enveloppe  s'obtiendra  en  éliminant  a 
et  b  entre  les  trois  équations  suivantes  : 

(a)  2  ia'C+  b')  —  *'{<!'+  i)  =  0, 

La  première  équation  est  l'équation  d'une  droite  quel- 
conque ;  la  deuxième  exprime  que  ta  somme  des  carrés 
des  distances  des  poinu  A  et  B  à  cette  droite  est  égale 
à  A';  enfin,  l'cquation  (3)  n'est  autre  que 

■^=-^. 
f'a       f'  b  ' 

quand  on  suppose  les  équations  (i)  et  (a)  ramenées  k  la 
forme 

L'élimination  est  assez  simple  et  donne  pour  résultat 

Discussion. 

{ar'-A')<o. 

Dans  ce  cas  l' équation  (4)  représente  une  ellipse.  Les 
demi-axes  sont 
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Les  foyers  se  trouvent  sur  l'aje  des  y^  leur  distance  à 
l'origine  est  égale  &  la  distance  des  points  A  et  B  à  cette 
même  origine. 

a".  (ac^—*')  =,o. 

L^équation  (3)  nous  donne  x=:o,  c'est-à-dire  Taxe  des 
y^  ou  plutôt  une  portion  de  l'axe  des  y.  L'analjse  devait 
conduire  à  ce  résultat.  Supposons  en  effet  ac* — A*  différent 
de  zéro:  ac* — A*  =  €.  Nous  rentrons  dans  le  cas.  précé- 
dent. Le  lieu  est  une  ellipse  dont  le  demi  grand  axe  est 

-j=)  et  dont  l'autre  (5)  tend  ver»  zéro  avec  a.  A  la  limite 

va 

(c=o}  l'eUipce  se  réduit  i  ion  grand  axe-,  nous  avons  là 

une  sorte  Heîlipse  évanouissante. 

Or  à  toute  ellipse  on  peut  mener  deux  tangentes  pa- 
rallèles à  une  direction  donnée.  Considérons  donc  une 
certaine  direction  et  une  ellipse,  correspondant  à  une 
certaine  valeur  de  i.  Nous  trouverons  toujours  deux  tan- 
gentes à  cette  ellipse ,  parallèles  à  la  direction  considérée. 
Chacune  de  ces  tangentes  sera  d'autant  moins  éloignée 
du  sommet  le  plus  voisin  du  grand  axe,  que  s  sera  plus 
petit.  Ces  distances  convergent  vers  zéro  avec  e.  IVoua 
sommes  donc,  par  ces  considérations,  amenés  à  ceci  :  qne 
lODie  droite  passant  par  les  points 


est  telle ,  que  la  somme  des  carrés  des  distances  des  point» 
A,  B  A  cette  droite  est  égale  à  ac*.  C'est  ce  qu'on  peut  vé- 
rifier directement. 
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L'équation  (4)  représente  une  hyperbole  rapportée  à 
ses  aies.  L'axe  imaginaire  est  dirigé  suivant  l'axe  des  X. 
La  distance  des  foyers  à  l'origine  est  égale  à  c. 


APPLICATION  n  LA  TiOUVSLLE  ANALYSi  AUX  SVRFACIS 
DU  SECOND  ORDRE 

Vhh.  H.  PAINVIN, 
Docteur  èi  ScUncea. 

CHAPITRE  IV. 

I>B0*B1BTÉS    DKS    SDBFÂCBS    DU    SBCQKD   OBDaS. 

§  I".  —  Centre.  —  Plans  conjugués.  —  Polaires 
réciproques,  —  Génératrices  rectUignes. 

82.  Représentons  par  —t  ^>  ^  les  coordoudées  du 
centre  de  la  surface  ayant  pour  équation 

-I-  2o„x,  aij  H-  ïou'^i  ■*.    '  " 
-H  a(?M  J]  *,  +  2  (?[|  jj  *■,  J 
on  sait  que  les  coordonnées  du  centre  vérifient  les  équa- 
tions 


2rf*,  " 


=  rt„  X.  +rt..X,  ■¥  «i.X,  -h  a„  X,  =  o. 


f  i^=n„X,+*.„X,  +  n„X,  +  o„X,=o. 

(')  Li  fln  du  chapitre  III  incesumnienl. 


IV,  Google 


(  ■45) 


Oi'  le  tliscriminant 


donoe  idcDtiquement 


<'''  \  ""^■^""5^:;'^''"^"^*'''^=''' 


La  comparaison  des  systèmes  d'équations  (3)  et  (3)  nous 
fournit  imtnédiateiueDt  les  coordonnéea  du  centre 

(4)   (x,  =  ^.   n.  =  ^.    x.  =  ii.    x,  =  ^). 

\  da„  lia,,  da,j  da„] 

La  surface ,  reportée  à  aoa  centre ,'  aura  alors  pour  éfjua- 
lion 

«;  +  «„«;  + Du  ^ï  +  2ai,x,±,4-aa„jf,«,  +  2floar,J:, 


(5) 


83.  Si  l'on  r^arde  le  premier  membre  dé  l' équation  (1) 

comme  nue  fonction  des  variables  — »  — »  —  et  qu'on  v 
jr,     Xt     «,        ^  J 

- ,  ^  ,  t  la  fonction  ac- 
querra, eu  général,  une  valeur  maximum  ou  miDÎ- 
mum. 

AnH.  de  aalhémél.,  (.  XIX.  (  Avril  iëGo.)  >0 
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Or  on  a,  d'après  le  principe  des  fonctions  homog^e», 

tlf  flf  df  df 

En  désignant  par  <I»  la  valeur  de  f  lorstja'on  y  fait 

i.  =  X, 
ai 

r-,,z,3,i, 

Uviendra,  eu  égard  aux  relations  (3), 

"•""•Sx;- 

D'un  autre  côté, 

-  -=-  =S!  •„  Xi  -f-  'il  Xi  4-  o„  Xj  +  «M  X,; 
3  d%, 

on,  d'après  les  valeurs  (4)  < 

i  rf«  d^       ■     dà  du  dà 

2  dlif  da„  dttu  d0„  da„ 

Par  sai;e ,  la  foncùon  que  nous  considérons  ,  c'est-à-dire 
-^  f,  aura  pour  valeur,  dans  ce  cas, 

(6)  ï;*=;i- 

En  appliquant  les  règles  ordinaires  du  calcul  des  va- 
leurs maxima  et  minima ,  on  constate  facilement  que  la 

foncUon  —^  f  n'obtient  de  telles  valeurs  que  lorsque  cette 

fonction,  égalée  à  zéro,  représente  une  sui-face  apparte* 
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nnnt  au  genre  cHipoïdfi',  et  alors 

il  y  «  maximam,  si  ~ —  <^  o, 
il  y  a  miHiamm ,  si  — —  ^  o . 

84.  Dana  tout  ce  qui  précède,  noui  avons  supposé  im- 
plicitement ~r—  différent  de  aéro;  sans  quoi  les  équa- . 

tiens  (a)  n'admettraient  plus  une  solution  finie  et  déier-^ 
minée. 

Si  le  centre  est  sur  la  sniface,  on  a,  d'après  l'équa- 
tion (6),  ^  =  o,  et  réciproquement',  la  surface  alors  est 
un  c6ne. 

Lorsque  -7—  est  nul ,  il  faudra  distinguer  les  deux  cas 
suivants  : 

1".  A  est  différent  de  zéro;  les  relations  d'identité  du 
chapitre  I"  nous  montrent  qu'une  au  moins  des  quanti- 

l'infini. 

dOi,    da„    ifff.j 

aussi  nulles,  et  il  peut  y  avoir  indétermination  ou  impos- 
sibilité. 

Je  n'insisterai  pas  davantage  sur  cette  discussion. 

2*.  Plaas  conjugues. 

85.  Si  l'onreprésentepar  At,  Al,  A|,  A»  les  demi-dé- 
rivées par  rapport  k  x,,  Xt,  Xt,  x,,  du  premier  membre 

de  l'équation  (1}  dans  lesquelles  on  a  remplacé  -^1  -^)  — 
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(  .46)  \ 

Or  on  a,  d'après  le  principe  des  foW  \ 

En  désignant  p»r  *  la  valeur  ,> 

iWiendra.euâgardj  sque  1«   pMe  d'un 

,  %  ave  sur  rj«tcrs«ctioii 

D'un  autre  c^  /  -  ois  plans 

,  X,  +  «1*1  +  "s*!  +  "t  *<  ^  o» 
»  1    P.  3^.  -1- Pi  *!  +  /'»■')-•-/''**  =  **• 

on,  d 

*.  i   -  aonl  les  coordonnées  du  pôle  du  premï  «r  de 
^,  plans,  on  devra  avoir 


Oj,  o.  -+■  «H  "s  -t*  "»  «j  +  "«  a,  ^  nt, , 

fel  les  valeurs  de  «,,«»,  «i ,  «» ,  déduites  de  ces  quatre 
équations  devront  vérifier  les  deux  dernières  équa- 
tions (8).  On  obtiendra  ainsi  deux  équations  de  condi- 
tion. On  opérera  de  la  même  manière  pour  le  second  et 
le  troisième  plan.  On  trouvera,  en  définitive,  trois  équa- 
tions de  condition  seulement. 

Les  trois  conditions  pour  que  les  trois  plans  (8)  soient 
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(  i5i  ) 
^?iaent  que  /,  m,  a,  X,  ft,  v  moi 

V,tité8 


H 


'''    p^    ih    p, 


( La  suite procliaiiumeni, ) 


SdLUTION  IB  U  QIBSTIIN  4(4 

Ci«lrl.IVIII,  ï.ii1)- 

Pa»  m,  cremona, 

Profeweur  i.  CrémoDe  (•). 


Soienla,  p,  j",  dles  distances  d'un  point  quiconque  i 
quatre  plana  donnés }  il  est  évident  que  l'équation  la  plus 
générale  d'une  surface  du  second  ordre  circonscrite  au 
létraèdre  formé  par  les  quatre  plans 


;*)  Mainlctxal  profesoiiur  au  Ijecu  h  Milai 
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sera 

Celle  surface  est  coupée  par  le  plan  â=o  suivant  la  co- 
nique 

/p7  +  fl,7a+««p=o. 

Soient  a',  ^',  y'  les  distances  d'un  point  quelconque  du 
plan  d  ^  o  aux  c6tés  du  triangle  ^  =  o  (a  :=  o,  j3  =  o, 
y  =  o)  :  triangle  formé  par  l'intersection  du  plan  â  avec 
les  plans  a,  P,  y;  on  a 

DL^is'siniiJ,     p  =  ^'iin^3,     ■i  =  y'âny3, 

où  «d  est  l'angle  des  plans  a  =i  j  =  o,  etc.  Donc  l'équa- 
tion de  la  conique  rapportée  an  triangle  inscrit  sera 

/  m  n        _ 

a'iinaS        p'stnfiS        l' ânyS  ^  '' 

Les  angles  du  triangle  aont  ^dy ,  yâa  ^  aâ^  où  ^ây  {*)  ex- 
prime l'angle  que  iaîl  l'intersection  des  faces  ^  =  ^  ^  o 
avec  l'intersection  des  faces  y  =  3^o.  On  sait  que  la 
conique  représentée  par  l'équation  ci-dessus  est  une  rir- 
conférence,  si  l'on  a 

I  :  m  :  n  =sinai2.sin^7  :  ùn^.sioY^a  :  sin7$.siDadp. 

{Salmon.) 

Oe  même ,  si  les  plans  «  =  o,j3^o,y  =  o  coupent  In 
surface  suivant  des  circonférences,  on  aura 

l:  f.  :  v  =  unda.siD^  :  sin^n.sin^ap  :  siBfta.sînfaJ, 
m  :  V  :X  =  sinJp.sin7^  :  Mn;ip.iàni^  :sîn7p.sina^, 
n  :  1  :  (t^^sin^.sinayp  :  riB^.stn^ra  :  ûaay.tànpyt. 


a  queslion,  ■  élé  désîgDJ  ptr 
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(.5.  ) 
De  Ik  on  lire  immédialement  que  /,  m,  n,  i,  fit  v  sont 
proportionnelles  aux  quantités 


£S-^ 

«nfiï, 

.in.»p. 

H^^"^ 

«n.,J, 

i^-M 

,i„M. 

!Ë5"»-» 

«n,M. 

ce  qui  démontre  le  théorème  de  M.  Proubet. 


SOLUTION  DE  LA  QIJE8T19N  4SS 


F»    H.    GREHONA, 

ProhsHor  h  Crdmona. 


Soient  <i« ,  di ,...,  o,^,,  n quantités  quelconques  j  a  une 
racine  primidve  de  l'équation  bin6me 


1  «upposanl  «r  =  «'• 
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(.5>1 
Multiplions  entre  eux  les  deux  déterminants 


En  exécutant  la  multiplication  par  li^es ,  les  colonnes 
du  déierminant  produit  deviennent  divisibles  respective- 
ment par  01,  9|,.->i  ^'7  et  l'on  a 


Or  le  déterminant  du  second  membre  est  évidemment 
égal  à  ( —  I  )     '      A  ;  donc 

"(— ■) 
D=(— i)      '       e>9,,  .  .  6,. 

Ce  théorème,  meniioniié  par  M.  Michael  Roberls 
{Nouvelles  jinnalas,  cahier  de  mars  i8%,  p.  87)  est  de 
M.  Spottiswoode(yoHfVja/d(-  Crellp,  t.  LI);  la  démons- 
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traLîon  ci-dessus  m'a  été  communiquée  par  M.  Brioschi, 
et  je  l'ai  publiée  comme  lemme  dans  une  petite  Note  In- 
torno  ad  un  teorema  iH  Ahel  {Annali  di  Tortolîni, 
i856). 

En  supposant 

il  s'ensuit 


e,=  - 


pour 


donc 

et ,  par  conséquent , 

a  a  +  d..  .       a+{n 

a  +  d  11  +  id  .  .  i 


L'  qui  est  bien  la  question  465. 
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(  '54) 


StLtmON  DB  LA  OUESTWN  498 

Pa*  h.  LioH  RABEAU. 
Ëlère  de  SpéclaW  ua  lye«e  de  Poitien. 

Et  h.  Chaklbs  KESSLER, 
Êlère  an  PryUnâe  MiliUirc. 


On  doDoe  une  droite  fixe,  un  point  B  sur  cette  droite 
et  un  point  fixe  A.  Trouver  une  courne  telle ,  qu'en  me- 
nant par  un  point  quelconque  pris  sur  cette  courbe  nue 
tangente,  et  par  le  point  A  une  parallèle  i  cette  tangente, 
ces  droites  interceptent  sur  la  droite  fixe  deux  segments 
comptés  du  point  B,  tels,  que  la  somme  des catT«s  de  ces 
s^;ments  soit  égale  à  un  carré  donné  k*.  Même  quesdon 
en  prenant  la  diâëreuce  des  carrés. 

Je  prends  la  droite  donnée  pour  axe  des  jr,  et  la  droite 
BA  pour  axe  des  x.  Le  point  B  sera  alors  l'origine  des 
coordonnées. 

Soit  {Xi ,  j'i  )  un  point  de  la  courbe.  L'équation  de  la 
tangente  en  ce  point  sera 

L'équatioti  de  la  parallèle  menée  par  le  point  A  sera, 
eu  appelant  a  la  distance  AB , 

^= y  (»-")• 

^^es  ordonnées  à  l'origine  sont  pour  les  deux  parallèles 

r  =  —  «y- 
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Ou  doit  donc  avoir,  en  elTaçaDl  les  indices , 

(')  (j'-ïr'V +  «''/•  =  '*': 

OH  tire  de  cette  écpjation 


et  en  prenantlesddriv^ades  deux  membre», 


d'où 

Cette  dernière  équation  est  vérifia  par 


La  première  solution  donne ^'=  m  (une  constante  arbi- 
traire). Transportant  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  on 
a,  pour  première  solution  du  problème,    . 


La  seconde  valeur  de  /',  transportée  dans  la  même 
éqnaûon,  donne,  en  réduisant, 

d'où 

équation  d'une  hyperbole  dont  deux  diamètres  conjugués 


IV,  Google 
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soiil  en  direcdon,  les  axes  coordonnés,  et  en  longueur, 
aa  et  nk,  aa  étant  l'axe  imaginaire  (l'axe  des  x). 

Nous  remarquerons  que  l'équatiOn  (a)  est  celle  d'une 
tangente  menée  à  cette  hyperbole  ;  il  est  évident,  en  effet, 
que  toutes  ces  droites,  se  confondant  avec  leurs  tangentes, 
répondent  à  la  question. 

Si  a  :=  A,  l'hyperbole  devient  équîlatère.  ' 
Si  l'on  avait  pris  la  différence  des  carrés,  au  lieu  de 
considérer  leur  somme,  rien  n'aurait  été  changé  dans  le 
calcul  précédent,  que  â'  eu  —  a*.  Eu  faisant  cette  trans- 
formation ,  on  arrive  encore  à 

j-'sro,     d'où     /'=/»!, 


La  première  solution  donne 
el  la  seconde , 


équation  d'une  ellipse  dont  les  diamèt^es  conjugués  sont 
itaetik.  La  première  équation  représente  encore  l'équa- 
tion d'une  tangente  k  cette  ellipse. 

Si  a:=k,  cette  ellipse  devient  un  cercle  si  les  axes 
sont  rectangulaires,  et  s'ils  sont  obliques,  une  ellipse  rap- 
portée à  ses  deux  diamètres  conjugués  égaux. 

Noie,  M.  Franck,  licencié  es  sciences,  chef  d'une  ins- 
titution israélitc  à  Lyon ,  donne  une  solution  identique  à 
la  précédente,  et  ajoute  : 

Supposons   que   l'on   veuille    satisfaire    à    la   condi- 


bv  Google 
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lion 


ce  qui  donne  l'équation  diflereniielle 
ap 

F.n  diffërentiftnt 

*[' (,+...)*    J-°' 

OU 

L'équation  de  la  courbe  cherchée  sera  le  résultat  dri 
l'éliminalion  de  p  enti-e  les  deux  éqnations 


'•'  '  (p+okf 

"P      . 

l'équation  (i)  donne 

(3)  /.=:—**  +  «, 

en  posant 

remplaçant  dans  l'équation  (a)  la  valeur  de  p  fournie  par 
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l'éqnation  (3),  on  obtient 

et  en  élevant  au  carré 

on  obtient 

X  =  —  (aix-t-a)zt,3aiifîx, 

équation  d'une  parabole  facile  à  construire. 

M.  Kessler  trouve  un  lieu  du  troisième  ordre  lorsqu'oi 
prend  la  somme  directe  des  segments. 


SOLUTIONS  TRlGINOHKTRieUES  W%  QliSTIflKS  Itï  ST  A»4 

(Tolr  I.  XVltl,  p.  WTJi 

Pim  M.  TsaoriE  HAZAN, 
Lieulenaot,  élâre  d«  l'École  impériale  OttomiDe  i  ConiUntidople. 


Théorème  I.  D'un  point  B  extérieur  à  une  circonfé- 
rence O  ou  mène  deux  tangentes  BA  et  BC,  ou  projette 
C  en  D  sur  le  rayon  OA,  al  l'on  fait  exécuter  une  révo- 
lution complète  à  la  figure  autour  de  OA,  l'un  des  rayons 
des  points  de  contact  ;  il  faut  démonuer  que  le  volume 
engendré  par  le  triangle  mixtilignc  CBA  est  éqmvalent 
au  cône  engendré  par  le  triangle  BDA  (question  483). 

Théorème.  II.  La  même  ûgure  étant  faite  que  pré- 
cédemment, et  exécutant  la  même  révolution,  il  faut 
prouver  que  le  segment  sphérique  engendré  par  CBA  est 
équivalent  au  volume  engendré  par  le  triangle  CBD 
(question  484). 


b,  Google 
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Si  nous  supposons  le  rayon  OA  ^al  à  l'nnitë,  nous 


BA  =  taog-t 

CD  =  sia(E, 

AD  as  I  —  cosa. 
OmBÎdérons  : 

1°.  Le  volumv  engeodrë  par  le  quadrilatère  DABC  s:  u\ 
a".  L«  volume  âugeodré  par  CDÂ  =  i^; 
3".  Le  volume  engendré  par  le  triangle  mixtiligne 
ABC  =  V; 
i"-  Le  volume  engendré  par  le  triangle  ABD  =  V. 
'  Nous  aurons 

(I)  c=5ir(i— om«)  (  tang'^  +  Mn'o+lang  "  «nal) 

(II)  «"^.^«(i  —  CO$a)[3siD'ix  -l-(i  —  cos«)']. 
En  soustrayant  i^  de  v  on  obtient 

(I)     -  — t'  =  V  =  iit(i  — cos«))  «   .  î, 

(— {I  — cosa)»  ] 

-  «^  =  V  =  ^»r  (i  —cosz)  tang'- 


(III) 


-g«(i  — cosa}j  "^a 

(  +  (l  —  cosa)' 


b,  Google 


(  i6o) 
mais  €Omm« 


«n'a  —  2rai^-3inix  +  (i  —  c<Ma)>^(o), 

en  substituant  dans  l'équation  (III)  on  obtiendra 
V  =  V. 

C.    Q.    F.    D. 

Théorème  H.  En  soustrayant  le  segment  COA  du 
quadrilatère  ABCD,  on  obtiendra,  d'apiès  le  théorème 
prouvé  en  haut,  le  volume  du  cône  ABD  ;  eu  effet ,  si 
du  volume  du  cône  ABD  ou  soustrait  du  quadrilatère 
ABCD,  on  obtiendra  le  volume  du  triangle  engendré  par 
CDB;  enfin  le  segment  engendré  CDA  est  écpiivalent  au 
volume  engendré  par  )c  triangle  CBD. 


8«Lim«N8  Gfi«MÉTRIQllBS  BKS  OUESTIOSiS  183  KT  484 

(TMrLXVIII.p.  U<); 

Pa»  h.  Julbs  PUECH, 
Slère  du  )]céa  de  Cutrea  (Tarn  ). 


Même  énoncé;  même  figure  que  dans  la  solution  Iri- 
gonoioé  trique. 
Le  volume  du  cône  décrit  par  ABD  est  représenté  par 

d'un  autre  côté 

V.  ABC  =  V.  ABCD —  V.ADC, 


b,  Google 


•  (  'fi'  ) 

ce  qui  donne 

V.  ABC  =  i  (r  AD  (ÂbV  CdV  AB  X  DC) 

—  fi-icADXDcVgïrÂD' J; 
par  suite 


V.ABC=:^irADXAB  +  7rAD  ( -AB  XDC— gCD— gAD  J- 

Il  suffit  donc  de  démontrer  que  la  quaniité 

^  AB  X  DC  —  i  CD—  g  ad' 

placée  entre  rrochetsest  nulle,  ce quï  revient  à  faire  voit- 
qae 

CD  (aAD— CD)  =  Âd' 

Celle  ^alité  devient  manifeste  si  l'on  mène  par  le  point 
C,  CF  perpendiculaire  snr  AR.  I.e  triangle  rectangle  FCR 
donne 

AD  =  Cf'='bc'  —  BF  '=  BÂ  —  (  BA  —  AF  )' 
=  BÂ*— (BA  — CD)"  =  2ABXDC  — DC  =  DC(2AB  — DC). 

Corollaire  (question  484).  Dans  la  même  figure  le 
segment  aphérique  CDA  est  équivalent  au  volume  engen- 
dré par  le  triangle  CBD. 

Note.  MM.  de  la  Brière  et  de  Charodou ,  élèves  de 
l'école  des  Carmes,  ont  résolu  la  question  de  la  même 
manière. 


Ann.  de  U„thimai.,  t.  XIX.  (Mai  ]86o.  ) 
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S«L(1TI0N  m  LA  QUESTION  5t4 


Pas  m.  Ceables  KESSLER, 
Élèie  du  Prytanée  Mllitiire. 


AB  =  aR  =  diamètre  d'un  cercle  de  centre  K,  O  na 
point  sur  le  diamètre  AB,  KO  =  n,  P  =  un  point  de  la 
circonférence,  angle  PAB  =  P,  angle  POB  =  tp.  On  a 


SÎDl|l 


i/[R  — <i)'cos'P4-(R-(-fl)'sin'p 


V'(R  — <i)'c<w'P  +  (R-(-a)'sin'p      ^R'cos'^i  -i-ÎR'  —  a')iin'| 
Fonction  elliptique.  Jacobi. 


•".Je  mènePK  et  j'abaisse  PM  perpendiculaire  sur  ABj 
je  mène  PB  : 

Triangle  PKM l»M=Rsin2p, 

Triange  POM PM  =  OPsin-ji,^ 

d'où 

Rsin  ap^OPsin^, 
BsinaB 
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Pour  démonlrer  la  proposiiioii,  il  auFlii  lionc  de  prouvef 
d'abord  que  l'on  a 


OP~<J[R  —  a  j-cos'p  4-  (  R  -f-  rt j' sin' p 
=  \/4aasin'p  +  (R-«)-; 
or  le  triangle  PBO 

Op'=  Pb'-I-BÔ'— aPB.fiOcosPBO; 
PB=2Rsinp,     BO  =  rt  — R,     PBO  =  90  +  p, 
Ôp'=  4 R' sin'p  +  (R— „)'  —  4R sin"  p  ( R  —  a) 
=:4Rflsin'P+(R  — fl}'. 

C.    Q.    F.    D. 


2rfP 

,/iK- 

+  «) 

f 

VR'c 

,.+  +  (R._„.) 

.in'.j, 



,/(R.-,' 

m.* 



''P  s/(K'—  a'Jcos'P  +  (R  -(-  d]'  sin'p' 

J'abaisse  KR  perpendiculaire  sur  OP,  il  faut  prouver  que 


rfij«_     yfl^ 


et  comme 

PR  =  Rcoa(2p-f--|'),     OP='^*'"^P. 
i)  faut  donc  prouver  que 

rf^  _     co8(2p  +  4i)»in|  __  aRon8(itp  +  '{') 

dp~  sinip  ~v/(R--,T)'cos'p-K{R'-(-Oj 

En  effet  la  première  équation 

v'(R-«)'"»*'P  +  (R-t-'')' sin'p  =  ^^^ 
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<  '64) 
^lant  àénvéc,  on  regardant  i\'  comme  fonction   de  ^, 


l  +  a)'siiipcoap-2(R  — aj'Mnp 


cl  comme 


-R»m(?p  +  '{')8ina[lMn4.+cos3psini{iv'(R— rt)'co>'P  +  (Rj-")'M'''i' 
R  sin2  pco«4>  ^(R  —  n)'co9'p  +  (R  +  (i)'sin'p 
_^ 

ou 

-sm^sin(3p  +  4,)+cosap       rf^ 
OPCOS+  lif 

2R 

V'(R  —  II)'  cos'p  +  {K-haj'  sin'P 

^  [^jf  ~  "'"S+  ""  f'P  +  *)]  ' 
2R 

v'(R—o)'co«'p  +  (R  +  o)' sin'P 

X     ^^tan(ji(.(sio2pcosi|<  -h  r.os2psin4')  U 

2R 

y',R  — «j-cos'p-t-iR  -.-.jj'sin'p 

\  "^        "^        cos4  iosi|.  / 

aRcoi(ap4-4i) d^ 

V(R  —  ff)'coî'p  -h  (H  +  a)'  sin'P      ''  P  ' 
c.  Q.  F.  D. 
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Note  du  hédacteur.  Dans  l'énoncé  du  pioblèaïc  lu 
[Miiiit  O  est  entre  A  et  B. 


NOTE 

Sr  11  lai  les  ^liles  oscilliliDBS  di  pndalc  sïaplt  lin  ■■  ■îliH  résitUil  ; 

PtB  M.   H.  HESAL, 
Docleur  t'a  Scieaces,  OBIcisr  de  l'Inalruction  publique. 


La  recherche  de  la  loi  des  petites  oscillations  du  peu? 
dule,  dans  un  milieu  dont  la  résistance  esi  proportioo- 
ndle  au  carré  de  la  vitesse,  est  une  question  qui  fait 
partie  du  prograuime  de  la  licence.  La  solution  que  Pois- 
son en  donne  dans  son  Traité  de  Mécanique  est  assez 
compliquée  et  comporte  deux  méthodes,  l'une  pour  le 
calcul  de  la  décroissance  des  amplitudes,  l'autre  pour  la 
détermination  de  la  durée  des  oscillations. 

Dans  mes  leçons  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon 
de  i835  à  iSâp,  j'ai  donné  la  solution  suivante  qui  me 
parait  plus  simple  que  celle  de  Poisson,  et  dans  laquelle 
im  seul  et  même  calcul  conduit  aux  divers  éléments  du 
mouvement. 

Nous  prendrons  pour  origine  du  temps  l'instant  où  le 
pendule  vient  de  terminer  l'une  de  ses  oscillations  et 
nous  désignerons  par  a,  la  demi-amplitude  correspon- 
dante. 

Soient  : 

g  l'accélération  de  la  gravité; 

/  la  longueur  du  pendule  ; 

m  la  masse  pesante  qui  le  termine; 

a  l'angle  qu'il  forme  au  bout  du  temps  t  avec  la  verti- 
cale :  cet  angle  sera  considéré  comme  positif  ou  négatif 
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(  <66) 
•elon  que  le  pendnle  se  trouvera  ou  non  du  m£me  c6li 
(le  la  verticale  de  suspension  qu'à  l'instant  initial^ 

V  =  ^  — -  la  vitesse  correspondante  de  m. 

La  résistance  éprouvée  par  m  dans  le  milieu  pourra 

âire  représentée  par  m^  —  i   K.  étant  une  constante  li- 

•  néaire;  et  l'on  aura  d'après  le  principe  des  forces  vives 

irfV  =  -  g'sinarfa  -«-  ?  5>  '*°'- 

Cette  équation,  linéaire  en  \*, permettra  de  déterminer  V 
en  fonction  de  a,  et  de  ramener,  à  l'aide  de  la  relation 

V  =  ip  -T-  )  la  recherche  du  temps  à  une  quadrature, 

quelle  que  soil  d'ailleurs  la  grandeur-des  amplitudes  et 
la  nature  du  milieu;  mais  les  formules  auxquelles  on  ar- 
rive ainsi  sont  trop  compliquées  pour  que  l'on  puisse  bien 
se  rendre  compte  de  t'influence  de  la  résistance  du  milieu 
sur  le  mouveuient  du  pendule  :  aussi  nous  hornerons-uous 
à  considérer  le  cas  des  petites  oscillations,  te  seul  qui 
sous  le  rapport  de  l'observation  présente  de  l'intérêt. 

Il  résulte  des  faits  tirés  de  l'observation  ijue  le  coeffi- 
cient de  la  résistance  de  l'air  est  très-petit,  et  que  pour 
des  vitesses  aussi  faibles  que  celles  du  pendule,  on  peut 
sans  inconvéuienl  m  négliger  te  carré;  ce  qui  revient, 
dans  l'évaluation  de  cette  résistance,  à  lemplacer  V  par 
sa  valeur  dans  l'hypothèse  du  vide  ou  par  g  (al  —  a*), 
en  n^ligcant  la  quatrième  puissance  de  «0  et  a.  On  trouve 
ainsi  pour  le  travail  total  absorbé  par  la  résistance  de 
l'air 


bGooglt' 


(  ■67) 
le  principe  des  forces  vives  donne  par  suite 

d'où 

")'=v/"(--")|(-+")['-?ê(--"i]-||'-(-- 

La  demi-amplitude  ascendante  qui  suit  la  demi-oscilla- 
tion descendante  correspondant  à  V  =  o  est  une  racine 
négative  de  l'ëquation  V  ^  o,  qui,  prise  en  valeur  abso- 
lue, dîfl[%re  de  a,  d'une  quantité  de  l'ordre  de  —  •  Pour 
l^obtenîr  il  suffit  donc  de  poser 

Si  l'on  continue  à  négliger  le  carré  de  ^,)  on  pourra 

remplacer  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  a 

par  —  ««,  (>upprimer  le  terme  en  —-^  du  coefficient  de 

<>t  +  et  j  et  l'on  obtient,  en  désignant  par  a,  la  demi-am- 
plitude ascendante,  ou  la  racine  cherchée  prise  eu  valeur 
absolue, 

'      ^      3K'   •' 

on  a  (le  même  pour  les  demi-amplitudes  suivantes,  a,, 

'      3  K*   '  "~  "■         3  R'    " 
■-   '      3K''-^         3K'   •• 
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(  "isi 

du  sorte  que  les  deiiiî-amplitudesdécroisseDi  sensiblement 
en  progression  géométrique. 

Le  produit  des  racines  de  l'équation  (s)  étant 

_  4  £'   . 
"■       3  K'    • 


1  Ûi   1 
3  K'"' 


en  le  divisant  par  — ac,,  on  obtient  pour  l'autre  racine 
et  V  se  met  par  suite  sous  la  forme 


d'où 
et 

Or 

r   .  "■ 

ï=  arcsin ■-  —  arcsin —     -■■  ■  ■■  f 
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oapealQ^liger  1  — '■)  devant  «««1,  cl  de  plus  on  a 

avec  la  même  approxîmalîou 

y'^       a.  \  3  K'      /  a, 

on  pent  donc  prendre 

X" lia 
_   Va.—Ka  +  M 

a-:V  +  3K'"'j-3K-"'J"r 

D'autre  part 

/•'  gJ»  __i     /••'4— .■  +  K-c).-t-.,.,l 


mais  comme  cette  expression  se  trouve  multipliée  par  ^,) 

il  coBvient  de  négliger  l'intégrale  du  second  membre  et 
de  poser 


)(«+«.)• 


It  vient  donc  pour  l'expression  du  temps 

En  y  supposant  a  =  o,  on  a  pour  la  durée  de  la  première 
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{  '70) 
oscillation  descendante 


-vie- 


3  K^   •      3  K' 


-m- 


Pour  avoir  la  durée  de  roscitlatïo»  complète,  on  sup- 
posera a  =  —  «0  dans  la  foimule  (3),  et  l'on  trouve,  en 
n^ligeanl  le  carré  de  —  i  que  cette  durée  est  la  même  que 

dans  le  vide  ou  «  l/-* 
V  g 
n  suit  de  là  que  la  résistance  de  l'air  augmente  la  du- 
rée de  chaque  demi -oscillât!  on  descendante,  mais  diminue 
de  la  même  quantité  la  demi-oscillation  ascendante  sui- 
vante.  De  sorte  que  le  nombre  des  oscillations  exécutées 
dans  un  temps  donné  est,  en  raison  du  mode  d'approxi- 
mation adopté,  très-sensiblement  le  même  que  dans  le 
vide  {*). 


SOLUTiaN  DE  U  «lESTION  432  (PMNVIN) 

(«ilrl.XtII.p-lM); 

Pab  m.  G.-F.  BAEHR, 

Prorcsacur  h  Groninjjue, 

Soit 

«,-«,  =  («_. )3. 

(*)  M.  Somofa  foit  un  (rsTail  trèt-iiialruclitsnr  le>  tria-petita  okiIIi- 
tioni  d'un  «jiUma  de  points  milérlela  {Mémoiret  de  t'Académit  dt  Sdiiil- 
Pelerihourg,  t.  I,  n*  14;  >85g).  il  y  démontro,  contre  Lagranj^  ei  L*- 
place,  reiiiteucc  do  ncideg  égale»,  dsnt  l'ÉquaUon  TondamenUle  de  celte 
Ihôoric,  exisleiice  Bculemciil  cnonciv  pur  Caiichjr,    Ta. 
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(  ■:>  ) 

et  considérons  le  déterminant 


parce  que  dans  le  premier  cas  on  a  écliangé  un  nombre 
pair  (2^)  de  fuis  deux  colonnes  entre  elles,  tandis  que 
dans  le  deuxième  cas  cela  a  eu  lieu  un  nombre  impair 
(a^  +  i)  de  (ois,  la  colonne  du  milieu,  si  n  est  impair, 
restant  à  sa  place. 

Si  dans  ce  dernier  déterminant  on  ûte  les  éléments  de 
la  deuxième  colonne  de  ceux  de  la  première,  les  éléments 


de  la  troisième  de  ceux  de  la  deuxième,  et 
il  viendra  (*) 


i  de  suite, 


-(,,-,)) 


(■)  TomcXIII,  p»i;e7l. 


-1)3  S  . 
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(  '7-) 
l^iaîs  ajoutant  aus  élémenis  de  la  premièie  ligne  la  sonimc 
des  éléments  pris  cn_ colonnes  des  lignes  suivantes  corres- 
pondantes, on  a 


-(,-,)» 


-(«-,)j  j . 


ou  bien  (*) 


-(»-,) 


-(• 


-("-■) 


OU  ajoutant  encore  une  fois  aux  éléments  de  la  première 
ligne  tous  ceux  pris  eu  colonnes  des  lignes  suivantes,  et 
ensuite,  les  éléments  de  la  première  ligne  à  ceux  de  cha- 
cune des  lignes  suivantes  en  particulier,  on  obtient  suc- 

(')  Il  n'ï  a  plu»  que  n  —  i  coloniiog. 
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.'Ossivemeiit 


.,3  ) 


1        .-(»-!) 


rc  qui  se  rétjuît  à 

D  =  ±{-i)"i.J— 


o     — n   .      o 


=  ±  (- i)«».4-' (-")-' =±a-' "-''- 

Faisant 

fl,  =  t,      3=1, 
ma  • 

D=±.-. '"'■;-' =±  "•"';-"■'■ 

C.    Q.    F 

Soil  la  progression  géométrique 

ff,    nr,    nr',.  ..,   ai—', 
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on  aura 

ar       af"   .   ar'-'  ai*-' 
ar*      ar'    .   ai*-'  ar'^' 

ar'      nr'      ar*    .  ar'^'  a 
D  — 


ûr'-' 


o,*-b  ^,j>-<  fjr^i 
iir—'  ar^'  ar^' 


eir^>   a  nr    .    ii. 

+  si  n  est  de  la  rorme       ^p       ou  ip  -i-  t , 

—  si  n  est  <le  la  forme  ^p  +  n  om  ^p  +  3. 

Car  en  intervertissant  l'ordre  àvs  colonnes,  et  faisani  n 
fois  sortir  en  dehors  du  déterminant  le  facteur  a,  <{ui  est 
commun  aux  éléments  de  toutes  les  colonnes,  on  a 


ou,  multipliant  les  éléments  de  la  première  ligne  par  r  et 
ôtant  des  produits  les  éléments  correspondants  de  la 
deuxième,  puis  multipliant  de  même  les  éléments  de  la 
deuxième  par  r  et  6tant  des  produits  les  éléments  de  la 
troisième,  et  ainsi  de  suite, 

(,--1)  O        .  O  .DOC 


b('--"r'"-'=±''"('-- 
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itMOmS  SUR  LES  POLAIBES  INGLINfiRS 


Pa»  m.  dewulf. 


XIV.  Repreaons  tes  équalions  du  §  X  qui  nous  don- 
nent tes  n*  points  fixes  du  faisceau  f"  des  polaires  in- 
clinées d'un  point  tt^  par  rapport  à  un  faisceau  F",  et 
dans  ces  équations  remplaçons  P  par  An  +  B,  nous  au- 


(i" 

+  B- 

^'(f- 

S)- 

»-')(?-' 

^) 

'.*' 

+  B- 

^'(1- 

'iy 

-'.(1- 

!)• 

Cei 

se  mettre  sous  la  forme 

"K^- 

'f) 

rfF        ,rfF1 

+  (B 

-'(?.- 

'S)- 

=  0, 

En  âîminant  et  entre  ces  deux  équations,  nons  aurons 
le  lieu  décrit  par  les  n*  points  fixes  du  f"  quand  le  point 
(ap)  décrit  la  droite 

Cette  éliminaùon  nous  conduit  k  l'éqnatîon  (5).  Donc 
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Quand  un  point  P  décrit  une  droite  L,  les  n*  points 
fixes  du^aisceau  y"  de  ses  polaires  inclinées  par  rapport 
à  un  faisceau  F"  décrivent  le  même  lieu  que  les  n  (n — i) 
points  polaires  de  L  par  rapport  à  Vune  des  courbes  du 
faisceau  F"  quand  cette  courbe  tourne  autour  des  n* 
points  fixes  du  faisceau. 

Remarque.  Ces  théorèmes  renferment  comme  cas  par- 
ticuliers les  beaux  théorèmes  que  Boblllier  a  démontrés 
sur  les  polaires  ordinaires  au  tome  XVIII  des  jànnales 
deGei^onne,  p.  89  A  98;  1827. 

XV.  Je  reprends  l'équation  générale  de  la  polaire  in- 
clinée d'un  poîiit  (aj3)  par  rapport  à  une  courbe  C  re- 
présentée par  l'équation 

(,)  F(x,r)  =  o. 

Soit 

cette  équation 

Supposons  que  le  point  (ix,f3)  décrive  la  courbe 

(3)  /(»,r)  =  o. 

Nous  aarons  la  relation 

(4)  /(",P)  =  o. 

Cherchons  l'enveloppe  des  premières  polaires  inclinées 
du  point  (« ,  p  )  par  rapport  à  C„  quand  ce  point  décrit  la 
courbe  (3). 

Pour  cela,  difTérentions  les  équations  (■)  et  (4)  par 
rapport  à  a  et  à  p,  nous  trouverons  ainsi 

n«       rfp  rfa  ~     ' 
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(  .77  ) 
et 

d'où,  par  l'élî  mi  Dation  de  a  et  ^, 

Éliminant  maintenaDt  a  et  j3  entre  les  équations  (■), 
(4)  «t  (5),  nous  aurons  l'éi^uation  de  l'enveloppe  cher- 
chée. 

Soient  x'  et  j'  un  point  de  la  courbe  (  3),  ta  tangente 
à  celte  courbe  en  ce  point  a  pour  équatioi) 

Chercboiu  le  lieu  décrit  par  les  n{^n —  i)  points  ps- 
laîres  inclinés  de  cette  droite  par  rapport  à  la  courbe  C, 
cpiand  le  point  x' y"  décrit  la  courbe  (3). 

Reprenons  pour  cela  les  équations  (3)  et  (4)  du  para- 
graphe XI  ; 


■e; 


r-'?)  = 


Ces  équations  donnent  les  n  (ri  —  i)  points  polaires  in- 
clinés d'une  droite 


_  ^ 

df  dy 

'..  XIX  (Mai  iSGo-J 
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Il  sufBt,  pour  avoir  le  lieu  cherche,  d'éliminer  x'j'  entre  I 

leséqualîons  (6),  (7]  et  l'équatioD  (8)  1 

(8)  /(.r',/)  =  o. 

Or  ce»  équations  ne  différent  pas  des  Àjuaûons  (5),  (i), 

(4). 

De  là  ce  thëorème  : 

L'enveloppe  des  premières  poltiires  inclinées  ties 
points  ffune  courbe  par  rapport  à  une  certaine  direc- 
trice est  ta  même  que  le  lieu  des  points  polaires  inclinés 
des  tangentes  à  cette  courbe  par  rapport  d  la  même  di- 
rectrice. ! 

Ge  tbéorime  donne  comme  cas  particulier  Ifi  célèbre 
tliéorème  de  Poncelel,  polaires  réciproques. 

XV(.  Supposons  que  la  courbe  C"  ail  un  point  mul- 
tiple de  l'ordre  p.  Le»  coordonnées  {x,y)  de  ce  point  sa- 

.  ,■              p(p+  il  , 
tisfont  aux  '-i- ■ '  équations 


,   .    I       f/-F  rf'F  rf'F 
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et  les  p  râleurs  de  —  sont  données  par  l'equaiion 

\  ^  dyf  \dx} 

La  première  polaire  inclioée  de  l'origiae  par  rapport  à 
C  est  identiquement  satisfaite  par  les  coordounées  x 

II  est  facile  de  voir  que  les  dérivées  successives  de  ^ 
jusqu'à  celle  de  l'ordre  {p  —  i)  sont  nulles  pour  les 
coordonnées  x  et  ^  du  point  multiple.  Par  conséquent: 
Tout  point  muilipie  de  l'ordre  p  de  C"  ett  multiple  de 
Vordre  p  —  i  sur  une  première  polaire  inclinée  quel~ 
connue  d'un  point  quelconque  du  plan  de  C. 

Les  coefficients  angulaires  des  p  —  i  tangeniea  sont 
donna  par  l'équation 


S.(— )](!)■ 


La  deuxième  polaire  inclinée  d'un  point  )iar  rapport  à 
une  courbe,  jouissant,  par  rapport  à  la  première,  des  pro* 
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prîéL&  dont  celle-ci  jouii  par  rapport  à  la  couvbe,  il  fsl 
clair  que  X^ 

Tout  point  multiple  de  l'ordre  p  de  G"  est  multiple  de 
l'ordre  p  —  a  JurC",  la  seconde  polaire  inclinée. 


Tout  point  multiple  de  l'ordre  p  de  C"  est  multi/jle 
de  Vordre  p  —  V sur  la  polaire  inclinée  Cj  del'ordreV. 
En  d'autres  tenues,  les  premières  polaires  incliDées  seules 
passent  par  les  poinls  doubles  de  C"  et  elles  n'y  passent 
qu'une  fois. 

Les  premières  et  les  secondes  polaires  inclinées  passent 
seules  par  les  points  triples  ;  les  premières  y  passent  deux 
fois,  les  secondes  une  fois. 

Et  ainsi  de  suite. 

XVII.  Nous  avons  vu  au  §  X  que  les  premières  po- 
laires inclinées  d'un  point  par  rapport  à  nn  faisceau  F" 
forment  an  faisceau  homographique  (p". 

11  est  évident  que  les  deuxièmes  polaires  d'un  point 
quelconque  forment  aussi  un  faisceau  homographique 
aux  deux  précédents,  et  que  les  polaires  inclinées  d'ordre 
A  forment  on  faisceau  homographique  f".  Mous  pouvons 
dire  plus  généralement  que  le  faisceau  f^  des  polaires  in* 
clinées  d'ordre  p  dont  le  coefficient  est  k,  d'un  certain 
point,  correspond  anharmoniquement  au  faisceau  f^  des 
polaires  inclinées,  d'ordre  q,  dont  le  coefficient  est  ki 
d'un  autre  point  quelconque. 
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SOLUTIOTI  DE  U  QURSTION  Kl  5 
P*R  UN  PROFESSEUR. 


L'énoncé  doit  être  reciîfié  comme  il  suit  : 
Lotdélermi  liant 


dans  lequel  les  indices  supérieurs  sont  des  exposants ,  est 
égal  au  produit 


..a,  [a. 


-.)(». 


-.)■■■(«. 


■"„)..  (., 


Ce  théorème,  ordînaîremont  a  ttribué  à  Vandennonde  (*  ), 
est  démontré  de  deux  manières  dans  le  savant  Traité  de 
M.  Brioschi  (p.  90  de  la  traduction  française).  La  dé- 
monstration suivante,  due,  je  crois,  à  Cauchy  et  qui  ne 
suppose  que  les  premières  propriétés  des  déiermlnants, 
paraîtra  plus  simple. 

Il  est  d'abord  évident  que  tous  les  termes  de  ^  sont 
divisibles  par  a, ,  «i , . . . ,  «„. 

Ensuite  si  l'on  suppose  «,  =  a, ,  A  s'aanule,  puisque 


(')  Vandermondo  (A..  S,  1771,  p.  36())  dëcompoie  en  facl«ur  un  polj- 
name  qui  peut  èlre  comidéré  corame  un  déterminaot  du  3'  ordre  :  mail 
riea  nlndique  qu'il  lit  eu  en  Tne  le  théorème  généni ,  ni  mtme  qu'il  ait 
coiuidér^  ce  poljnAme  comme  un  délerniîiiial. 
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(  i8a 
deux  colonnes  du  déterminant  devieaneat  identiques. 
Donc  A  csl  divisible  par  a,  ^«i.  On  verra  de  méniec|ue 
A  est  divisible  par  toutes  les  différences  des  quantités 
a, ,  «1 ,  et, , . . . ,  «„  prises  deux  à  deux. 

Donc  A  est  divisible  par  P,  et  puisque  A  el  P  sont  évi- 
deoiDieDtdu  même  degré,  ils  ne  peuvent  différer  que  par 
une  constante.  Mais  le  terme  «Ci  ac|  aj. .  .a."  a  le  même 
signe  dans  A  et  dans  P.  Donc  A^P.  c.  q.  f.  d. 

Il  résulte  de  rc  théorème  que  le  produit  P  représente 
symboliquement  le  déterminant  A  quand  les  exjK»§ant^ 
se  changent  en  indices. 

yole  sur  la  question  SI  6. 

Elle  a  déjà  éié  résolue  t.  XVII ,  p.  33 1 . 


SUR  U  mfiORIE  DES  PLANS  DIAHËTRAUX 
■lui  les  sirriccs  it  second  iHre; 


P«>  H.  Abel  TRANSON. 


Deux  théories  relatives  aux  plans  diamétraux  sooi  à 
peu  près  également  répandues  daui  l'enseignement.  L'une 
d'elles  est  sujette  à  dos  dilHcultés  capables,  ainsi  que  j'en  ai 
r«xpérience,  d'embarrasser  dans  un  examen  les  meilleurs 
élèves.  C'est  ce  qui  me  décide  à  publier  la  présente  Note. 

Soient  a,b,  c  Ica  coordonnées  du  milieu  de  l'une  des 
cordes  parallèles  à  une  direction  donnée.  Si  l'on  trans- 
porte l'origine  en  ce  point,  et  qu'entre  l'équation  trans- 
formée de  la  surface  et  les  équations  d'une  corde  menée 
par  cette  nouvelle  origine  on  élimine  deux  des  varia- 
bles, X  Ki  y  par  exemple,  l'équation   résultante  du  se- 
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cond  degré  en  z  devra- manquer  du   (eruit:  du  premier 
degré.  En  exprimant  celte  condition ,  on  obtient  une  re- 
lation entre  a,  b,  c  qui  n'est  autre  chose  que  l'équation 
du  lieu  cherché. 

Cela  est  simple;  mais  voici  les  difîicnltés  :  la  surface 
peut  être  de  telle  nature,  que  le»  cordes  menées  dans  cer- 
taines directions  ne  la  rencontrent  qu'en  un  seul  point, 
parce  que  la  seconde  rencontre  passe  à  l'infini.  Alors  il 
ne  semble  pas. qu'on  paisse  proposer  la  recherche  d'un 
lieu  diamétral;  car  s'il  existe,  ne  doit-il  pas  se  trouver 
tout  entier  à  t'infini  P  Cependant  le  résultat  de  la  méthode 
subsiste  encore,  et  c'est  encore  un  plan  situé  à  une  dïs- 
unce  finie!  Quelle  est  donc  la  signification  géométrique 
d'un  tel  plan,  et  surtout  quelle  lumière  pouvons-nous 
espérer  à  ce  sujet  d'une  méthode  qui ,  dans  la  circonstance 
actuelle,  nous  a  fait  transporter  l'origine  successivement 
dans  une  suite  de  points  qui  n'existent  pas,  ou  au  moins 
qui  sont  à  l'infini  P. . . 

C'est  pourquoi  je  li^uve  préfô-able  la  méthode  donnée 
par  Leroy  dans  son  Analyse  appliquée  à  la  Géométrie, 
p.  8i,  Voici  ce  qu'il  en  est  : 

L'élimination  de  x  et  de^  entre  les  équations  générales 
de  la  corde  mobile  et  l'équation  de  la  surface  donne  une 
équation  en  z  de  la  forme  suivante 
(i)  R»'-t-Sz4-T  =  0. 

L'équation  obtenue  en  galant  ft  zéro  la  dérivée  du 
premier  membre  de  (i),  c'est-à-dire  l'équation 

(2)  2R«-HS  =  o, 

donnera  la  coordonnée  z  du  milieu  de  la  corde  ;  et  ensuite 
l'élimination  des  paramètres  variables  entre  cette  équa- 
tion (2)  et  les  équations  de  la  corde  mobile  donnera  le 
lieu  cherché.  D'ailleurs,  on  peut  éviter  toute  élimination , 
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et  obteuîrîmmédîatemeDt  le  résultat  cheirliié  en  vonsi- 
dérant,  dans  l'ëqnation  de  la  surface 

X  ety  comme  éunt  des  fonctions  de  z  déterminées  par  les 
équatioDS  générales  de  la  corde,  et  en  égalant  à  zéro  la 
dérivée  de  F'  (.v,  y,  z)  calculée  à  ce  point  de  vue. 

On  voit  combien  cet(e  méthode  est  élégante;  mais  de 
plus  elle  éclaircit  parfaitement  la  difficulté  que  nous 
avons  Boulevtfe.  Car  dans  la  circonstance  où  les  cordes 
dont  on  cherche  les  milieux  ont  une  rencontre  à  l'inGni , 
R  est  nul;  et,  par  conséquent,  l'équation  (3)  se  réduit  à 
S^o;  cela  veut  dire  qu'on  a  écrit  la  condition  pour  que 
l'équation  (1)  ail  sa  seconde  racine  infinie  comme  la  pre- 
mière. Donc  le  plan  qu'on  trouve  en  ce  cas  est  le  lieu 
des  points  par  oU  doivent  passer  des  sécantes  parallèles 
à  la  direction  donnée  pour  que  leurs  rencontres  avec  la 
suiface  soient  toutes  les  deux  à  l'infini. 

Et  si  l'on  demande  pourquoi  un  lieu  ainsi  défini  se 
trouve,  par  son  équation  même,  faire  partie  des  plans 
diamétraax,  ne  pourra-t-on  pas  répondre  que  chaque 
point  d'un  tel  plan  est  effectivement  le  milieu  d'une  corde 
dqnt  les  exti'émîtés  sont  de  p^rt  et  d'autre  infiniment  dis- 


taules. 


THÉARfiHES  SUR  LA  SlIFACB  DBS  OIWES  (*); 
PA«  M.  STREBOR.    - 

Les  deux  théorèmes  suivants  semblent  éublir  luie  es- 
pèce de  réciprocité  entre  la  surface  des  ondes  (de  Fresnel) 


et  l'ellipsoïde. 
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i".  Si  l'on  décrit  autour  des  rayons  vecteurs  partaut 
du  centre  d'un  ellipsoïde,  des  cylindres  circulaires  droits, 
les  rayons  des  cercles  étant  les  inverses  des  rayons  de 
l'ellipsoïde,  la  surface,  enveloppe  de  tous  ces  cylindres, 
lera  une  surface  des  ondes. 

a".  Si  l'oii  décrit  autour  des  rayons  vecteurs  partant 
du  centre  d'une  surface  des  ondes,  des  surfaces  circu- 
laires droites ,  les  rayons  des  cercles  étant  les  inverses  des 
rayons  de  la  surface  des  ondes,  la  surface ,  enveloppe  de 
toQs  ces  cylindres,  sera  un  ellipsoïde. 


NOTE  SlIR  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES; 

Pae  m.  STREBOR. 


Considérons  deux  courbes,  dont  l'une  est  le  lieu  des  pro- 
jcctions  orthogonales  du  centre  d'une  ellipse  sur  ses  tan- 
gentes, et  l'autre  l'enveloppe  des  perpendiculaires  aux 
diamètres,  menées  par  leurs  extrémités.  Soient  PiP* deux 
points  sur  ces  courbes,  qui  répondent  au  même  point  sur 
l'ellipse.  Dësigaons  par  C  le  centre,  par  o,  b  les  demi- 
axes  de  Tcllipse,  et  par  u,  f  les  angles  que  font  avec  a  les 
droites  CP,  CP'.  Alors  on  aura 


Cette  relation,  remarquable  à  cause  de  sa  symétrie,  coni- 
poric  le  théorème  célèbre  de  Jacobi  sur  les  fonctions  el- 
liptiques d*'  premiiTc  espèce  pour  le  cas  partirulîer  de 
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f>  =  3.  Il  est  beauroup  à  désirer  qu'on  la  détnoatre  par  - 
la  Géométrie,  ou  bi«n  au  moins  par  des  con sidéra tions 
mixtes  de  la  Géométrie  et  de  l'Analyse. 


mSStm  DR  LA  «UKSTION  k%%  (lANNHSm) 

PiK  H.  HàMtn  LAQUIÈRB. 


Démontrer  que  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  du  centre  O  tl'anc  circonféreni;o  sur  les  laugen- 
les  à  la  développanle  D  de  cetle  cïrcouférence  est  une 
spirale  d'ArchimèJe. 


Soit  A  l'origine  des  arcs  «ur  le  cercle,  M  le  point  de 
contact  d'une  tangente,  G  te  point  de  la  développante  si- 
tué sur  cette  langenic,  on  a 

MG  ^Hn, 

en  appelant  R  le  rayon  du  cercle  et  Q  l'angle  MOA.  Or  le 
cercle  étant  la  développée  de  la  courbe  G ,  MG  est  la  nor- 
male en  G  à  la  développanle;  donc  la  uugente  GP  est 
parallèle  à  OM.  Par  suite  si  je  prends  un  axe  polaire  OX 
perpendiculaire  au  diamètre  OA,  P  étant  la  projection 
du  centre  sur  GP,  l'angle  POX  sera  égal  à  u,  et  l'équa- 


b,  Google 


(  '87  ) 
lion  du  lieu  des  [H>ints  P  sera 

f  =  R-, 

puisque  dans  le  rectangle  OPGM 

p  =  OP=  MG  =  R6.. 

Le  lieu  est  donc  nne  spirale  d'Ârchimëde. 

Remarque.  On  peut  facilement  reconnaître  la  pro- 
priété remarquable  de  la  tangente  à  la  spirale.  Soient  P, 
P'  deux  points  de  la  courbe  Irès-voisins.  Soit  P'  Q  un  arc 
decercle  décrit  de  O  comme  centre;  en  négligeant  un  in- 
finiment petit  du  troisième  ordre,  le  point  Q  est  le  pied 
(le  la  perpeudi  cul  aire  abaissée  du  point  P' sur  PO;  et  par 
conséquent  le  rapport 

tan60^=tQ  =  P:Q  =  5£:=„ 

est  approché  à  un  iafiniment  petit  du  second  ordre.  Pas- 
sant à  la  limiie,  on  a  donc  rigoureusement 

tangV  =  » 
pour  l'angle  de  la  tangente  et  du  rayon  vecteur. 

Note  i/u  Rédacteur,  Le  cercle  est  une  spirale  où 
V  =:  go».  La  droite  est  un  cercle  n  rayon  inRni  et  l'hélice 
UDespirale  à  double  courbure;  delà  résultent  trois  lignes, 
et  les  seules  possibles,  jouissant  de  la  propriété  que  les 
portions  de  mêmes  longueurs  peuvent  se  superposer,  prP- 
'  priété  connue  des  Anciens.  La  spirale  plane  est  exclue, 
)»arce  que  les  rayons  de  courbure  y  varient  de  grandeur. 

Théorème  de  M.  Dupain,  professeur. 

Si  une  conique  à  centre  tourne  de  90  degrés  autour  de 
ce  centre,  la  somme  des  cariés  des  perpendiculaires  abaîs- 


b,  Google 


(  '88  ) 
sées  des  foyers  de  l'une  des  coniques  sur  une  tangente  de 
l'autre  est  constammout  égale  au  demi-cari-é  du  grand 


mmm  solution  be  la  «ibstiin  au 

(lelr  pue  i>); 

Ptft  M.  Th.  de  CHABODON. 


Il  s'agit  de  prouver  que  le  volume  engendré  par  l'es- 
pace, AEB  est  égal  à  la  moitié  du  volume  compris  entre  le 
cône  et  la  spbère  qui  passe  par  les  cerclus  de  contact  des 
deux  sphères  inscrites  O  et  C  et  du  cdue. 


Par  le  point  de  tangence  E  des  deux  sphères,  je  mène 
une  tangente  RF  commune  aux  deux  cercles.  D'après  le 
tliéorèmel  (t.  XVII,  p.  35^,  question  483),  le  volume 
engendré  par  le  triangle  mîxiiligne  AFE  tournant  autour 
de  SD  est  égal  au  volume  engendré  par  le  triangle  CFE. 
D'après  le  mfime  tbéorâme ,  le  volume  engendré  par  le 
triangle  mixtiligne  EFB  est  égal  au  volume  engendré  par 
FED. 
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Uit  a  donc 
vol.  AEB=  vol.CFE-l- vol.  EFD  =  iTrFË'(CE  +  ED) 


Le  Tolame  compris  entre  le  c6ne  et  la  «phère  qui  passe 
par  les  deux  cercles  de  contact  AC,  BD  est  égal  au  vo- 
lume engendré  par  le  segment  AM6  de  cette  dcraière 

■phère;  or  ce  volume  est  égal  ù  ^rAB.CD. 

Il  s'agit  donc  de  démontrer  que 

ouqne 

4FË'=:Âb'      aFE  =  AB, 

ce  qui  est  évident.  Donc,  etc. 


miISFOlUIATIOII  DBS  PROPItifiTfiS  NÊTRIQllBS  DES  FIGGRSS 

^    (Toir  I.  XVIII. r.UDi 

Pas  m.  FAURE, 
CipiUine  d'arUllerie. 


APPLICATIONS. 

I.  Relation  entre  des  points   situés  sur  une   mén 
droite. 

Si  l'on  a  entre  des  points  a',  b',  c',  d',  etc. 'situés  s. 
une  même  droite  une  relation  homogène 
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on  aura  entre  les  points  correspondants  a,b,c,dde  la 
figure  homograpftique  la  relation 

les  lettres  grecques  désignant  les  distances  des  points 
a,b,  c,  etc.,  a  une  droite Jîxei, 

Car,  d'après  U  formule  (i),  les  valeurs  de  R  et  de 
sin  (c,i)resteDlles  mêmes  dans  l'expression  de  chacun  des 
serments  a'  b',  c'  d',  etc.  Au  moyen  des  différentes  for* 
mules  indiquées  (9),  on  pourra  mettre  la  relation  précé- 
dente sous  d'autres  formes. 

i".  Des  points  a',  b',c\. .  .,e',f  se  succédant  sur 
une  droite  d'une  manière  quelconque 

■     a'b'-hb'c-...<^/'  =  a'/' 

dans  la  figure  bomographique,  on  aura 

«.«     p  r    ""  «-f     «■?' 

a".  Deux  cercles  de  centre  o'  et  o',  se  tou^iant  en  nn 
point  d',  on  a 

La  6gure  homographique  donne  ce  théorème  : 
Lorsque  deux  coniques  se  touchent  en  un  point  a  ^  elles 
se  coupent  en  deux  autres  points  pet  p^,  réels  ou  ima- 
ginaires; si  l'on  prend  les  pôles  o  et  Oi  de  la  droite  pp, 
dans  les  deux  coniques,  la  droite  00,  passera  par  le 
point  a,  et  si  l'on  appelle  to,  w,,  a  les  distances  des 
points  o ,  o„  a  à  la  droite  pp,*,  on  aura 


Ce  théorème  est  susceptible  de  plusieurs  corollaires. 
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II.  Relalion  entre  fies  segments  situés  sur  ries  droite» 
parallèles. 

La  rormnle(3),  dans  laquelle  R  restera  constant,  mon- 
tre que  ; 
Sil'on  a  une  relation  homogène 

V[a'b',e'd'...)=t, 

entre  des  segments  a'b',  c'd', . . .  situés  sûr  des  droites 
parallèles,  on  aura  dans  la  figure  homoçraphique  la 
relation 


\«       P    7       *         / 

dans  laquelle  a,P,  y,  J  sont  les  distances  des  points  cor- 
respondants a,  b,  c,  d  à  une  droite  fixe  I. 

1°  Dans  un  parallélt^ramme  a'V  é^  les  côtés  op- 
posés tels  que  n'b'etc'd'  sont  ^gaux-  De  là  :  Étant 
donné  un  quadrilatère  abcd ,  si  Von  désigne  par  a,^,y,d 
les  distances  de  ses  sommets  à  la  diagonale  extérieure, 
on  a 


a".  Si  l'on  coupe  deux  droites  parallèles  A',  B'  par  de» 
droites  issues  d'un  point  arbitraire,  en  des  points  a',  b', 
c',d\. . . ,  a',  l>\,c\,  d\,. . .  ,ou  a  la  relation 


"',  *',  ~  ^?,  ~  ^  rf'. 

OaD5  la  figure  Iiomographique  nous  avons  deux  droites  A 
et  B  se  coupant  sur  une  droite  I,  et  un  faisceau  de  droites 
rencontrant  les  premières  aus  pomls abc. . .  a,  h,c, ,e\.c.f 
et  si  l'on  appelle  a,  ^,y, . . .  ,a,  ,f3, ,  y,, . . .  les  distance» 


b,  Google 


(  '9^  ) 
(ic  cca  points  à  la  di-oito  I,  on  a 


«.       P,       p.       Y. 

3°.  Considérons  deux  polygones  ayant  leurs  côtés  a'i', 

fl'i  4',,  b'c'y  b\c\y  etc.  ,  respectivement  parallèles;  on  a 

a'b'        h'e 

-7— rr  =  -r, — r  =  constante. 

La  6^re  homographique  donne  deux  polygones  dont  les 
côtés  vont  se  couper  deux  à  deux  sur  une  droite  I;  donc 
Étant  donnés  deux  polygones  homologiques ,  si  l'on 
appelle  a,^, y,...,»,,  p,,  y,,  /ej  distances  des  sommets 
correspondants  à  l'axé  tl'homologie. 


ni.  Relation  entre  des  points  situés  sur  une  conique. 

Si  l'on  considère  une  corde  a'b'  d'un  cercle,  sa  Ion- 
gueur  est  donnée  généralement  [formule  (  a)  ]  par  la  re- 
ladoQ 

«'i'^i/WEl?*^     (LXVin,p.383); 
V         pp,  a.p 

ab  sera  la  corde  d'une  conique  correspondant  au  cercle 
donné,  «,j3  les  distances  des  points  a  et  5  à  ladroite/>jT, 
qui  correspond  à  l'infini  de  la  première  figure,  n  et  it, 
sont  la  distance  des  poînu  p  el  pi  de  la  conique  au  ser- 
ment ab. 

Soient  Pet  Aies  diamètres  de  la  conique  parallèles 
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aux  droites  ppi  et  ab ,  d'après  une  propriété  bien  comme 
(que  noua  démontrerons  plus  loin) 


U  (orniule  ci-dessus  dévie 


-v'^ 


nous  déduirons  de  là  que  :  Si  Von  a  entre  des  points  si- 
tués sur  un  cercle  la  relation  homogène 

F{a'b',     c'd',...)  =  o, 

on  aura  antre  les  points  de  la  conique  correspondante 
la  relation 


dans  laquelle  A,  B, . . .  sont  les  diamètres  de  la  conique 
parallèles  aux  cordes  ab ,  cd , . . . ,  a ,  P,  y,  ^ , . . .  /e^  dis- 
tances de  leurs  extrémités  à  une  droite  Jixe  I. 

Si  l'an  suppose  que  celte  droite  fixe  est  à  Vinjini,  on 
a  simplement 


pour  relation  correspondante. 

1°.  Lorsque  deux  cercles  sont  concentriques,  la  corde 
a'b'  de  l'un,  Ungente  à  l'autre,  est  de  longueur  con- 
sume. De  là  :  Lorsque  deux  coniques  ont  un  double 
contact  suivant  une  droite  I,  si  Von  mène  à  l'une  une 
tangente  et  que  l'on  appelle  ab  la  portion  de  cette  tan- 
gente comprise  dans  Vautre,  cl  A  le  diamètre  de  cclla- 
AM.dt  Kflhén>..t.  XIX.  {Mai  iS(m.)  |3 
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ci  parallèle  à  la  tangente 

ab 
-  ■  -, =.  =-  constante, 

a  et  ^  étant  les  distances  des  points  i  et  h  à  la  droite  l. 
Si  la  seconde  conique  est  un  cercle  dont  A  est  le  dia- 
mètre, ou  a 

ab 
—  ■      ^  constante. 

Si  les  deux  coniques  sont  bomoth^tiques, 


a".  Lorsqu'un  quadrilatère  a' i'cM' est  inscrit  dans  un 
cercle 

<i'6'.c'rf'  +  6V.rf'<i'  =  oV.fc'rf'. 

Comme  correspondant  à  ce  ihëorème ,  on  trouve  celui-ci  : 
Un  quadrilatère  abcd  étant  inscrit  dans  une  conique,  si 
l'on  appelle  A,  B,  C,  D,  E,  F  les  diamètres  de  la  co- 
nique parallèles  aux  côtés,  pris  successivement ,  et  aux 
diagonales,  on  a  la  relation 

ab.cd      be.da       ac.bd  ' 

a'.C   "*"  B.D  ^ lËTr '• 

3°.  Si  l'on  joint  un  point  arbitraire  m' d'un  cercle  ans 
extrémités  a'  et  b'  d'un  diamètre 

D'où  ce  théorème  :  Étant  donnés  une  droite  I  ât  ton 
pâle  o ,  tvlaliveinent  à  une  conique,  menons  par  ce  point 
une  droite  arbitraire  rencontrant  la  conique  aux  points 
i  et  h\  m  étant  un  point  de  la  conique,  A,  B,  C  JAt 
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tliamèlres  parallèles  atix  droites  ab,  ma,  mb,  et  enfin 
«,  (3,  fji  /pj  distances  lies  points  & ,  h,  m  à  la  droite  I,  on 
n  la  relation 


Si  la  droite  I  est  à  l'iofini ,  ab  est  un  diamètre  de  la 
conique,  et  l'on  a 


«ISSTION. 

532.  Toutes IcA  surfaces  polaires  d'un  point  d'une  sur- 
face algébrique ,  prises  par  rapport  %  celte  surface,  ont 
en  ce  point  même  indicatrice  ;  les  rayons  de  courbure  des 
sections  faîtes  par  uh  plan  issu  de  ce  point  dans  la  sur- 
face et  ses  diverses  polaires ,  sont  en  ce  point  inverse- 
ment'proportionnels  aux  degrés  des  surfaces  diminués 
d'une  unité.  (Th.  Movtakd.) 


SOLUTION  BK  L4  QVKSTHIN  449  (H.  STREMR) 

{rolrl,IVlI,»,»M|; 

P*»  M.  DEWULF  BT  M.  MARTELLI  (de  Mil*m). 


Soient 
(i)  ax'-^^bx'-i-&cj:*+^da!-\-e=a. 
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(a)      C+P,  f'-*-P,  ï'+P,  (*+P,/'+Pi/-HP,  —  o, 

r^uation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de  cetie 
équation. 
Posons 


et  sobsHtuons  dans  l'équation  (a),  i)  vient 
P.fî+Pi(;-f-...  =  o, 


2(«-P)'^ 


D'après  la  Note  sur  l'équation  aux  carrés  des  difle- 
rences,  insérée  t.  XVII,  p.  368, 


Donc ,  si 


P.  =— a56x  i396(ftBi  +  i)f» 


P.=  o, 
et 

D'ailleurs 

S.     S,     S, 
H     S,     S]     S|     +N(fiB 
S,    S,    S, 
M,  N  étant  des  constantes. 


bv  Google 


Donc,  si 


(  >97) 
s.    S,     S,  I 


et  par  suite 


y ! —  =  o 


nimifiTtS  BES  CORIIPIKS  SPflÉ&l«(IES  BOIOrOCUES; 


Pm  m.  vannson, 

ProfosHur  BU  Ijcéa  de  VersnillM. 


Lemme.  Éual  donnés  deux  grands  cercles  AL ,  AM  et 


deux  poinu  B,  C  d'où  l'on  a  abaisse  les  quatre  ai'cs  per- 
pendiculaires BD,  BM,  CL,  CM,  si  l'on  accorde  que  leurs 
sinus  soient  proportionnels ,  les  trois  points  A ,  B,  C  se- 
ront sur  une  circonférence  de  grand  cercle;  car  suppo- 
sons que  ABet  ACsoientdeuxBrcsdîstinctsl'undel'autre, 


bvCooglc 
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siD  BAD  _  sin  CAL 
sio  BAN  ~  sidCAM' 


810  BAD  +  ain  BAN  _  iin  CAL  +  sin  CAM 
sin  BAD  —  sin  BAN  ~  sin  CAL  —  sin  CAM  ' 


/BAD  — BAN\  /Ci 

H — i — )  '««(- 


CAL- 


on  conclura  de  là  facilement  que  BAD  =  CAL.  Donc  len 
trois  points  A ,  B,  C  sont  sur  un  même  graocl  cercle. 

ThAouèub.  Si  deux  coniques  sphériques  ont  un  foyer 
commun  tt  ^'eiles  se  c«upent  en  deux  points ,  ces  deux 
points  seront  sur  un  arc  de  grand  cercle  passant  par 
l'inlersection  des  directrices  correspondantes  aa  foyer 
commun;  et  si  elles  se  coupent  en  quatre  points,  on 
pourra,  par  deux  d'entre  eux,  mener  an  arc  de  grand 
cercle  passant  par  l'intersection  des  directrices  ;  il  en 
sera  de  même  des  deux  autres. 

Soient  O  le  foyer  commun  et  A,  B  deux  jtointsd'inter- 


[îi-lion,  A€,  AD,  etc. ,  deux  pei-pendicuUires  abaiuâes 

L:,.i,-z__iv,GoOglc 


(  ^99) 
sur  les  directncesL  on  a 


sinArf_sinAO 
siiiiK~ainio' 


sinAil sioAC 

sméK~  ânbp  ' 

doDc  les  trois  poiols  &,  A ,  L  sont  sur  ud  grand  cercle. 

La  même  proposition  peut  aussi  se  démontrer  par  un 
calcul  très- simple.  En  prenant  le  foyer  commun  pour 
origine,  les  deux  coniques  auront  pour  étpiations 

/' -f- j"  =  (mj'  +nx  ■+py, 
j-'+aj'ïn  {»!'/  +  n'x  +  p')'. 

Les  coordonnées  réelles  ou  imaginaires  communes  à  ces 
équations  vérifieront  l'équation  qui  résulte  de  la  sous- 
iracdon  membre  à  membre ,  laquelle  donne  deux  circon- 
férences de  grands  cercles  passant  au  point  où  se  cou- 
pent les  deux  directrices,  ce  qui  démontre  le  théorème 
même  polir  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  points  réels  com- 
muns aux  deux  courbes. 

Thëokêhb.  Si  deux  coniques  ont  un  Joyer  commun, 
*fue  par  ce  point  on  mène  un  arc  coupant  les  courbes 
en  deux  points  A,  B,  qu'aux  points  A  e(  b  on  mène 
deux  tangente/,  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre  sera 
uœ  circonféranoe  de  grand  cercle  passant  par  la  ren- 
contre de  directrices. 

Soient  O  le  foyer  commun ,  OCD  une  perpendiculaire 
sur  Ob  prolongée  jusqu'à  la  rencontre  des  directrices  aux 
points  C  et  D,  les  arcs  Cd  et  DA  seront  les  tangrntes  aux 


b,  Google 


(  aoo  ) 

|>oints  b  el  À;  abaissons  les  arcs // H  ù  perpendiculaîn 

Fie.  î. 


sur  les  directrices,  el  l'R  perpendiculaire  sur  OC,  enfin 
btj  et  ag  perpendiculaires  sur  les  directrices.  Nous  ao- 
roâs 

sinW  ■__  sinéy 

•iniK~  sinfcK 


;  ^=a,   rapport conUaiit, 
siniK 


siniS      sioA^ 


— ,   rapport  constant  ; 


de  là  en  multiplia 


Donc  le  lieu  du  point  i  est  une  circonférence  de  grand 
cercle  passant  au  point  x,  intersection  des  bissectrices, 
et  aussi  par  les  deux  points  communs  aux  deux  courbes. 

Problème.  Trouver  l'équation  générale  des  courbes 
du  second  degré  passant  par  çaati-e  points  ADCD  et  le 
lieu  de  leurs  centres. 

La  première  partie  se  traite  comme  pour  les  couri>es 
planes,  et  l'on  trouve,  en  prenant  pour  axe  des  x  l'arc 
qui  passe  par  deux  des   points  A,  B  ci  CD  pour  axe 


bv  Google 


(   ÎO.    I 

des  y, 

'■'(f-)(f-)-(^■)(J-)— ■• 

B  est  uae  iadéterminée;  aa',  €£'  les  coordonnées  des 
.points.  Pour  avoir  le  lieu  des  centres,  on  prendra  les 
deux  équauons  qui  donnent  ce  point ,  et  l'on  éliminera  B,. 
On  trouve  ainsi  une  équation  du  troisième  degré.  Si  l'on 
suppose 

6  =  6',      «=:«', 

l'équation  (i)  deviendra 


•■y-(^-y 


H-2B*r  = 


c'est  l'équation  des  courbes  du  second  degré,  tangentes  aux 
deijx  axes  en  deux  points  donnés.  Le  premier  membre  de 
l'équation  du  centre  est  alors  divisible  par  le  facteur 

i  _l I ,  qui ,  égalé  à  zéro ,  représente  la  circonfé- 
rence passant  par  les  deux  points  de  contact.  Le  lîeu  des 
centres  est  donc  une  conique  sphérique  dont  l'équatiou  est 

Nous  allons  construire  cette  courbe  en  supposant  les  axes 
Ox ,  Oy  rectangulaires. 

FiG.  4. 
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Soil  O A  =  «',,  arc  dont  la  tangente  égale  a ,  OC  ^  6  '  ; 
la  conrbe  passe  à  l'origioe,  el  pour  trouver  U  tangente 
CD  ce  point ,  il  sulljt  de  joindre  l'origine  au  point  H  ayant 
pour  coordonnées  «',  6'.  Si  le  rayon  de  la  aphèrc  deve- 
nait infini,  le  lieu  des  centres  se  réduirait  À  cette  tan- 
gente, qui  serait  alors  une  ligne  droite. 

Si  l'on  fait  y^o,  on  trouvt^  x^ :   si  donc  on 

prend  un  quadrant  à  partir  de  A,  ou  a  un  point  D  de  la 
conrbe.  Si  l'on  calcule  pour  ce  point  le  coefHcieut'de  la 

e  ■  1.       ■  .      /T. 

tangente,  on  trouve ,  en  sorte  que  si  1  on  Joint  U  au 

point  K  symétrique  de  H,  l'arc  OK  ira  rencontrer  la  tan- 
gente en  D,  qui  a  le  même  coefficient  que  OK  à  90  d^rés 

de  l'origine.  Soit  donc  OKL  =  -1  l'arc  DL  sera  la  tan- 
gente en  D.  On  trouve  de  même  la  rencontre  de  la  couH>e 
avec  l'axe  des j", elle  se  ronstruiten  prenant OC'= CO, 

et  la  tangente  en  C  s'obtient  en  joignant  L  au  point  Ci. 
Ayant  trois  points  et  leurs  ungentes ,  la  courbe  est  dé- 
terminée ,  et  l'on  peut ,  au  moyen  du  théorème  de  l'hexa- 
gone de  Pascal,  obtenir  autatit  de  points  qu'on  voudra 
géométriquement.  On  peut  encore  remarquer  que  le  point 

L  étant  à  -  de  l'origine,  si  parce  point  on  mène  des  arcs 

sécants  (m,  n),  le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
m ,  n  etdc  leurs  anali^ues  sous  une  circonférence  de  grand 
cercle  joignant  les  points  de  contact  Cet  D;  en  sorte  que 
si  nous  appelons  I  la  rencontre  CD  avec  mn,  le  point  I 
satisfera  à  l'équation 


IV,  Google 
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y,  y',  y  "  étant  les  ordonnées  des  trois  poîala  \  .m,  n,  ii\ 
de  aii^mc  à  l'équation 

laniix'  +  XAnax" 
langi  =  — ^ — 

On  peut  conclure  du  problème  précédeut,  par  la  con- 
sidération des  ellipses  supplémentaires,  que  le  lieu  des 
centres  des  ellipses  tangentes  à  quatre  grands  cercles 
donnés  est  aussi  une  courbe  du  troisième  degré. 

PxoBLÈm.  Trouver  l'équation  d'une  conique  sphé- 
rique  pansant  par  quatre  points,  connaissant  en  un  de 
CBS  points  la  direction  de  la  tangente. 

Choisissant  les  axes  comme  dans  le  problème  précé- 


dent ,  notis  avons  l'équatjon  d'une  courbe  passant  par  les 
quatre  points  donnés ,  savoir 

(6^-i){e'j--'}-H{--^-0(-'-'-')  +  B-O'='. 
en  appelant,  pour  plus  de  simplicité,  a  la  <'Otangcnte  du 
segment  OA,  a',  etc.  Si  nous  désignons  par  —  le  coefû- 
cient  .mgulaire  de  la  tangente  au  point  A ,  nous  aurons 


tirant  B  de  rctto  dernière  relation,  nous  trouvons  pour 

-  C,q,-Z.-dbvGO0glC 
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équation  du  la  courbe 

(6j_,)(6>-.)  +  (*:.-l)(«'x-,] 

Hcmarque.  Od  peut  trouver  l'éfjuatioQ  générale  des 

coniques  passant  par  quatre  points  A,  B,  C,  D,  sans 

donner  aux  ases  une  position  particulière.  Pour  cela  soit 

6r  +  a*~l  =  o 

l'équation  de  la  circonfél'ence  passant  par  deux  des  poinU 
A,B,et 

S'j-M-a'j;  — i  =  0, 

celle  qui  passti  par  les  deux  autres  ;  soît  aussi 

y  y  +  Sj:~1~0, 

la  circonférence jnenée  par  A  etC,  et  en6n 

l'y  +  ^Jr— 1  =  0, 
l'équation  de  la  circonférence  menée  par  les  points  B  el 
D;  si  nous  posons  l'équation 

(analyse  de  MM.  Briot  et  Bouquet),  il  est  évident  que  les 
coordonnées  d'un  quelconque  des  quatre  points  donnés 
▼éiifieront cette  équation;  Xétant  indéterminé  :  c'estdonc 
l'équation  générale  des  courbes  du  second  degré  passant 
par  les  quatre  points  \  ^  se  détermine  comme  dans  les  pro- 
blèmes précédents,  si  l'on  donne  un  cinquième  point,  ou 
te  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  un  des  quatre 
points  donnés. 

Problème.  Trouver  l'équation  générale  des  coniques 
sphériçues  tangentes  à  quatre  circonférences  de  grand 
cercle  donnéet. 


b,  Google 


(  "5  ), 
Nous  prendrons  poar  axes  les  diagonales  du  quadriU- 

Fic.  6. 


tire  forme  par  les  «piaire  tangentes.  Soii 

UiigOB  =  a,     tan6eOA  =  iï',    MngOC^e,     tangÛD  =  e', 

l'angle  COB  =  B. 
Représentons  par 

J'  =  A4: 

l'éqnation  de  l'arc  MN  passant  par  deux  points  de  contact 
opposés;  l'autre  arc  PH  aura  pour  équation 


notis  l'avons  dëmonlré  précédemment ,  en  faisant  voir  que 
les  quatre  arcs  se  coupant  au  point  O  forment  un  faisceau 
barmoDÎque. 

Cela  posé,  il  sera  facile  d'avoir  les  coordonnées  du 
point  N ,  intersection  de  deux  cercles  dont  on  a  les  équa- 
dons,  on  trouve 

—      '^  _    aSA 

'~€4-A«'      -^"e  +  Aa" 

Les  coordonnées  des  points  M,  H,  P  se  trouvent  par 
des  formules  analogues.  On  connaît  d'ailleurs  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  en  N.  Or  on  sait,  par  une 
formule  précédemment  établie,  trouver  l'équation  d'une 
conique  passant  par  quatre  points,  connaissant  le  coefG- 
cieut  de  la  tangente  en  un  de  ces  points;  celle  équation 


bv  Google 


aura  l'iiidétermiiiéc  A,  ce  sera  doiiu  ré<|uation  générale' 
des  coniques  tangcules  à  quatre  circonférences  données. 
Si  on  lui  applique  les  deux  équations  qui  donnent  le 
centre  en  éliminant  entre  cHcs  A,  on  aura  le  Heu  des 


OUESTIOKS  D'EXAMEN  SUR  LES  COKIOVES; 

PAa  J.  T.,  Aboiiiié. 


Lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante, dont  les  extrémités  glissent  sur  une  ellipse. 

Soient  a/  la  longueur  de  la  corde,  x',  y\  x",  y"  les 
coordonnées  de  ses  extrémités,  x  et  y  celles  de  son  mi- 
lieu. Pour  résoudre  la  question,  il  faut  éliminer  x',  /', 
x",  y"  entre  les  cinq  équations  suivantes ,  qui  expriment 
les  conditions  du  problème  : 

{/-j")'-t-(^-'")'=4/'. 
V  =/'  +  /-. 

Ces  relations  donnent,  pour  l'équaiion  du  lieu  clicrché, 
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(    307    ) 

Remarque  I.  Daos  le  cas  où  a  =  Â,  l'ellipse  se  rédait 
à  UD  cercle,  et  l'équation  devient 

ce  qui  doit  être. 

Remarque  II.  La  surface  comprise  entre  la  courbe  et 
l'ellipse  a  pour  expression  ir/',  d'après  ud  théorème  de 
M.  Holdisch.  La  formule  se  vérifie  immédiatement  dans 
le  cas  du  cercle. 

Si  la  droite  glisse  sur  une  parabole,  un  calcul  cnlièrc- 
nient  analogue  donne  pour  équation  du  lieu 

(j'—  7.px)  (/'  +  ;>')  +/>'/'  =  o. 

n. 

Déterminer,  dans  le  plan  d'une  ellipse,  un  point  tel, 
cjue  l'on  puisse  mener  deux  tangentes  égales  à  la  courbe. 

Soient  X, ,  Yi  les  coordonnées  du  point  cherclié.  La 
corde  de  contact  correspondante  a  pour  équation 

«' r/i  +  *'  ■'^'i  =  "'  *% 

et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  sur  la  corde 

F.liminanty,  on  a  pour  la  valeur  de  l'abscisse  du  pied 
dp  la  perpendiculaire 

* a'^.[6'  +  («'-A-)j-i] 


Si  l'on  exprime  que  celte  valeur  est  celle  du  milieu  de 
la  corde  de  conUct ,  il  est  évident  que  les  tangentes  seront 
égales. 

Les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  la  corde  de 


b,  Google 
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contact  et  de  l'ellipse  sout  données  par  l'climinationde/ 
entre  les  équations 


e  qui  conduit  à  l'équation 
(n'i'/i  +  b'x])x'—  an' 6' il,  -\- a'  b'  ~  a' b'y]  =o; 


La  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  X|  et  y,  dans  le 
cas  des  tangentes  ^ales  est  donc 

fl'  b'x't  -H  ^î  ■*',  ^'f',  +  ft'  J"î        ' 

celte  équation  est  satisfaite,  même  par  x,  =  o  ou  par 
^,  =  0,  c'est-à-dire  pour  des  points  situés  sur  les  axes;  de 
plus,  simplifiant,  on  a 


d'où  l'on  déduit  comme  facteur 

ce  qui  donne  tous  les  points  situés  sur  l'ellipse.  En  eflei, 
alors  les  deux  tangentes  sont  également  nulles  ;  de  mïme 
pour  les  deux  autres  coniques. 

m. 

Deux  poida  P  et  P'  attachés  aux  extrémités  d'un  cordon 
reposent  sur  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  vertical. 
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(  aog  ) 
Délermioer  la  relation  qui  existe  entre  les  poids  et  les 
ordonnées  correspondantes  à  la  position  d'équilibre. 

Soient  M  et  M' les  pointa  correspondants  à  ta  position 
d'équilibre.  Les  poids  seront,  par  rapport  aux  tangentes 
menées  en  ces  points,  comme  sur  deux  plans  inclinés. 
On  aura  donc ,  dans  le  cas  de  l'équilibre ,  a  et  oc'  étant  les 
angles  que  font  les  tangentes  avec  le  grand  axe, 

P  C05  a  =  P'  cos  a(  ; 
or,  l'équation  de  la  courbe  étant 

on  a 

-«'r  ,  —à' y 

CMa=  .        -—       et       r.oittt'  =  --  ■'      —  ; 

v'o'j-'+é'x'  ^a'/'  +  fi'x'' 

et  par  suite  l'équation  de  l'équilibre  devient 

d'où 

et  remplaçant  x*  et  x'*  par  leurs  valeurs  déduites  de  l'é- 
quation de  la  courbe,  il  vient 

(a»-  i'}  (p»  -  p")  j''/'=  i'  (P"/'  -  P'r*); 

d'où ,  enfin , 

(P'  — P'')(a'— fe')  _  P^  _  P^ 

équation  qui  exprime  la  relation  qui  existe  entre  les  poids 
PetP,  elles  ordonnéesj'ely'des  points  correspondants 
à  la  position  d'équilibre. 

(Jn  calcul  entièrement  analogue  conduit,  dans  le  cas 
de  la  parabole ,  à  la  condition 


(.XIX.  (lumiSGo.) 
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Cette  relation  peut  aossi  ee  dédttire  da  r^snltat  qui  vient 
d'être  oblcQU  pour  l'ellipse.  On  pow,  k  cet  effet, 


a—  Ja'~^b'=:-p.      d'où      b':=ap 
On  atira  alors 


'-?-^ 


divisant  par  a*,  et  posant  a=tn  ,  cette  dernière  équa- 
tion devient 


I  LIS  GOtRBBS  A  PLUSKURS  POINTS  l'OltT; 

Pas  h.   HKBMAKir  LAUREKT, 
^ère  du  1  joée  NipoUon  (•). 


Eiiste-t-il  des  courbes  telles,  qn'nne  mime  branche 
présente  deux  points  d'arrêt? 

i".  Soit  une  courbe  PQ  présentant  un  point  d'arrêt 


(')  Flli  do  célébra  cbimiiU  prëmitnr<m«nl  Mlerd  h  laicleiioB  qntl  cd- 
UTait  avec  un  ciprit  *i  pbHoaopbiqne. 
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(  u„  ) 
en  P,  une  autre  courbe  présentant  un  point  d'arrêt  en  S, 
on  pourra  toujours  placer  ces  courbes  l'une  par  rapport 
à  l'autrede  telle  sorte,  que,  si  on  les  rapporte  a  deux  axes 
rectangulaires  Ax  et  Ay,  les  ordonnées  de  ces  courbes 
correspondant  à  la  même  abscisse  soient  réelles  et  finies 
dans  l'iotervalle  compris  entre  x  =  ÂP'  et  j;  ^  AS', 
abscisses  des  points  d'arrêt  des  deui  courbes.  Alors  soit 
y  =  ^[x]  l'équation  de  la  première  courbe,  jr^i^^x) 
l'équation  de  la  seconde  ;  la  courbe  représentée  par 

présent»^  deux  points  d'arrêt,  l'un  pourx  =  AP',  l'autre 
pour  X  =  AS*. 

Il  est  clair  que  la  courbe^  =  4'(')  P^^  ^^^  reraplacéa 

par  la  courbe  y  =  <f  (x)  placée  dans  une  position  diS^ 
rente.  En  suivant  cette  règle,  on  forme  les  exemples  sui- 
vants : 


/(«-*) 


o<a<C>, 


Si  dans  la  dernière  courbe  on  prend  le  radical  avec  le 
double  signe,  on  a  deux  branches  de  courbe  inhales  pré- 
sentant chacune  deux  points  d'arrêt. 

a°.  Ou  peut  encore  obtenir  le  mémeiésultatdela  ma- 
nière suivante  : 

Considérons  une  courbe  MN  quelconque  telle,  qu'une 
même  valeur  de  X  fournisse  deux  valeurs  différentes  pour 
y,  et  de  plus  située  d'un  même  c6lé  de  l'ordonnée  (^^ï 
soitj-  =J'{x)  son  équation. 

Considérons  en   second   lieu   une   courbe  j=;ç(j-) 

■4- 
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présenUDt  un  poiot  d'arrêt  en  P,  le  point  P  luyant  n 


abscisse  telle,  que  f{x)  reste  réel  quand  x  rarie  de AP* 
à  Ap- 
prenons la  courbe^  ^/[x)  et  augmentons  ses  ordon- 
nées de  Af  (x),  nous  aurons  une  courbe  présentant  deux 
points  d'arrêt  sur  la  même  branche. 
Exemples  : 

/=  ^-t-  e'^,    j- =  ^1  _  j'  _|-  _  Ka,... 

3°.  Il  arrive  c|ne]qnefois  que  les  courbes  y  =  ff{x) 
présentant  an  pointd'arrêt  om  une  asymptote  parallèles 
l'axe  desj'}  en  transportant  alors  l'origine  sur  l'axe  des/ 
de  manîèreque  le  pointd'arrêt  nesoitpas  sur  l'axe  desx,  on 
a  une  équation  telle  qne^  =a  +  f(x),  et  alors  la  courbe 


-ft-t-fW 


présente  deux  points  d'arrêt. 
Exemples  : 


La  courbe  _/  =  - 


-  se  compose  d'une  infinité  de 


branches  présentant  deux  points  d'arrêt. 
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REHARIIIIBS 

sufielfiM  fniù\i  eut  1h  fKtein  «iit  a  fnptain  uilkaitûpe; 

Pak  h.  Uuik-Pikui(-Ai>oi,pbb  GUIBERT. 

I.  Si  n,  r  ronï  premiers  entre  eux,  et  r'<;a" — i,  te 
produit  (u — r)n(n  +  r)  ne  sera  pas  la  puissance  m'*" 
d'un  entier. 

Admettons  que  ce  produit  soit  nne  puissance  exacte  du 
à^ré  m  :  comme  n  est  .premier  avec  les  deux  autres  fac- 
teur* n — r,  n-\-r,  il  faudra  que  n,  n*  —  r*  soient  des 
puisaances  m'*""  exactes  a",  t";  on  aurait  alors 

ce  qui  ne  peut  être. 

n.  Leprodidt  V  de  huit  entiers  consécutif  s  n'estpoint 
un  carré. 

Soit 

P  =  {«-3)(«-î)...(/>  +  3)(«  +  4). 

Ce  produit  équivaut  à 

(n'+an»— 9/.'  — iort  +  4}'— i6(art-f-i}'} 
donc 

?<(«■  +  »«'- 91' -10/1  +  4)'. 

La  difTérence  P^{«*4-2«' — 9»* — ion  +  3)',  égale 
à  an*-f-4"*  —  San*  —  84"  —  9i  '"«ste  positive  tant  que 
n  est  supérieur  à  6 ;  donc,  pour  n'^6, 

P>(n'  +  an"  —  g/»-—  10/1  -+-  3}'. 

Ces  inégalités  prouvent  que  pour  n^  6,  P  n'est  point  un 
carré,  par  conséquent  P  n'est  jamais  un  carré,  puisque 
d'ailleurs  on  n'obtient  aucun  carré,  en  prenant  n  égal  à 
l'un  quelconque  des  nombres  4)  5,  6. 
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On  dÀluit  de  li  que  le  produit  de  trois  nombres  en- 
tiers consécutifs  n'est  une  puissance  exacte  d'aucun 
degré. 

ni.  Le  produit  de  trois  nombres  entiers  en  progression 
arithmétique  n'est  jamais  lai  cabe. 

Le  prodait  en  question  eat  susceptible  d'être  représenté 
par 

rf»(«-r)n{/.  +  r), 

d  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  la  raison  et 
l'un  qudconque  des  termea  de  la  progression. 

Supposons  que  ce  produit  soit  un  cube;  n  —  r  et  n-i-r 
étant  premiers  avec  n,  (n  —  r),  (n  +'*)  et  n  devant  être 
desctd>ea.  Soit 

n  =  a'. 

Si  l'un  des  nombres  n,  rest  pair,  n — r  et  n+r  n'au- 
ront pas  de  diviseur  commun,  chacun  de  ces  facteurs 
devra  être  un  cube;  mais  leur  somme  est  égale  ji  an, 
c'est-à-dire  k  aa*,  on  aurait  donc  la  somme  de  deux  cubes 
^ale  au  double  d'un  cube,  ce  qui  est  impossible. 

!m  les  deux  nombres  n,  r  sont  impairs,  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  n  —  r  et  de  n  -f-  r  sera  a  ;  leur  pro- 
duit ne  pourra  être  an  cube  que  si  l'un  est  le  double  d'un 
cube  et  l'autre  égal  à  quatre  fois  un  cube,  ce  qui  donne 
toujours  une  ^alité  semblable  à  celle-ci  : 

de  laquelle  on  tire 

résultat  encore  impossible. 

IV.  Le  produit  de  six,  de  neuf  nombres  entiers  consé- 
cutifs n'est  point  un  cube. 
Soit  d'abord 

P  =  {n-2)(«-i)/i(«-f..}{«4-3){«+3). 
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(..5) 
Ce  prodait  n'est  pas  un  cube  quand  n  =  3  j  nnns  allons 
prouver  qu'il  n'eu  est  pas  un  si  n  est  plus  grand  que  3< 
On  a  îdendqaemeDt 

3'P={3«'  +  3rt  — 8)*  — {aSan'  +  aSad  +  Sia), 
d'oà 

3'P<(3fl'-l-3(i— 8)'j 

mais  la  différence  3'P  — (3ft'-*- 3n~9)S  égale  à 

87  ji"  +  54b«  —  i-jSn?  —  4o5it  —  agS, 
«t  positive  tant  que  n  est  supérieur  à  3  ;  par  conséqaent, 
dans  cette  hypothèse, 

3'P>(3/.'  +  3«-9)'; 
donc  P  n'est  jamiiis  ou  cube. 

En  dernier  lien,  considérons  le  produit  ds  ncofnorabn» 
entiers  coasécutiis 

P={«_4)(«_3)...{«  +  3){«  +  4)i 

observons  qu'on  n'obtient  aucun  cube,  en  faisant  n  =  5, 
6,  7,  8,  9,  10  :  il  suffira  de  prouver  qu'on  n'en  obtient 
pas  non  plus  lorsque  n  est  plus  grand  que  lo. 

Or  P  revient  à 
{«■— iob)»— (a7«'— iSo»*— 576»),    d'où    ?<(»•— iob)"; 

car  ajn* — i8on' — Sj6n  est  une  quantité  positive, 
si,  comme  on  le  suppose,  on  a  n  ^  10;  mais,  en  sous- 
trayant de  P  le  cube  immédiatement  inférieur  au  précé- 
dent, on  obUent  la  différence 

3«i_2^m'  — 6ort<+i77«*-f-3oo»'4-3oB  +576, 
laquelle  est  sDssi  positive  âkl  que  n  est  supérieur  k  10, 
ce  qui  donne 

P>(«•-.oB-.^ 

Par  conséquent  P  n'est  tm  cube  dans  aucune  circonstance. 
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TROISIBMB  SOLllTr«N  DE  LA  QUESTION  493 

pAK  H.  FftARçois  SIACa  (de  Kome]. 


Soieat  P  un  point  d'une  conique ,  C  le  centre  de  cour- 
bure en  P,  Q  le  centre  de  la  conique  ;  par  C  on  mène  une 
parallèle  à  la  tangente  en  P-,  soit  D  le  point  où  cette 
parallèle  est  rencontrée  par  le  diamètre  OP  ;  on  a  CD  %al 
au  tiers  du  rayon  de  courbure  de  la  développée  en  C. 
(Abel  Tkahsou.) 

Soient  p  le  rayon  de  courbure  de  la  conique  au  point  P, 
et  R  le  rayon  de  courbure  de  la  développée  au  point  C; 
soit  <f  l'angle  cpie  la  tangente  an  point  P  fait  avec  l'axe 
desx;  soient  enfin  jet  S  deux  arcs  pris  à  partir  des  points 
P  et  C  sur  la  conique  et  sur  la  développée.  Nous  auront 


mais  dp^  dS;  donc 

Soit  maintenant  A  l'angle  que  fait  la  tangente  au  point 
P  avec  le  diamètre  PO.  On  aura,  le  triangle  PCD  étant 
rectangle  en  C, 

CD  =  CPcolA  =  pcotA. 
La  question,  par  conséquent,  se  réduite  démontrer  l'é- 
q  nation 

£^=3pcotA,      ou  bien      4^  =  3cotA. 

Soit  en  général 
(i)  j-'=Ax'+2Bar 

l'équation  de  la  conique ,  t  éunt  l'angle  des  demi-axes.  On 
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A^-(A 

f  +  B)* 

=  - 

V 

r 

f 

3B'(A«  +  B) 

X* 

-(•+^' 

+  2/ 

cm 

y 

d,        lini    L" 


'■)- 


el  remplaçant  y',  y",  y*  au  moyen  des  ëqoations  (a),  on 
anra ,  réductions  faites , 

Dans  l'équation  (i),  l'origine  des  coordonnas  se  trouve 
sur  un  point  de  la  courbe.  Ce  point ,  pouvant  être  quel- 
conque ,  supposons  que  ce  soit  le  point  P,  On  aura 

ces  valeurs  étant  substituées  dans   l'équation  (3),  ou 
trouve,  après  avoir  exécuté  la  division , 


c.   Q.   F.  o. 
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3 
I 


i  I  î»5g 
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1  ^ 
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(  "'9  ) 

minaleur  dans  l'équation  [3) ,  et  multipliant  les  deux 
membres  par^^A ,  on  a 


(3)  6rV  =  l/    j/»f*-M 


\/(j^ 


en  appelant  M  la  ({uantité  sous  le  radical  dans  le  nomëra- 
tear  de  r. 

En  comparant  les  notations  de  Legendre  avec  celles  de 
M.  de  Slandt,  on  voit  que 

a=^//',     b  =  gg',     c=kl^, 

»*=//'+ eg'-¥hh', 

^'=,{s-/r){»-gg'n'-hh'), 

K=la  hautear  du  tétraèdre  correspondant  à  A.   (Le- 
gendre,  livre  m,  théorème  XXXH.) 
Cda  posé, 

nais 

_/"  =  g'  +  h'~~  3g6  cos  » , 

5"=/' -H  A'—  s/A  ces  6, 
A"  =/■-+■  f' —  a/y  cosy. 

Remplaçant  dans  l'équation  (4)  /",  g".  A'*,  par  les  va-   " 
leurs  précédentes,  on  trouve,  après  calcul  fait,  pour  u*, 
la  quantité  sons  le  radical  dans  le  second  membre  de  l'é- 
quation {Z)i  donc, 

6rV  =  «; 
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{  ,.o  ) 
mais 

donc , 

Le  triangle  A'  dont  les  càtés  soDt  "—j  ^t  ~pi  ■  pour 
surface 

\/-^(^/'/"g'g"+  2/-/"  A'A"+  ^g'g"h^h"-/'f<~g'g"~  A*  A") 

(5) — = 

Donc 

et,  par  conséquent, 


DfiNOKSTRATIOII 
D'à  UéwtM  4e  I.  Cijlcj  sn  les  itUtitis  eitre  les  tuclia»  ic  Stin  (*)  ; 

pAi  M.  V.  DE  ZEIPEL, 

Doyen  k  l'nniienité  d'Upeal. 

Qfvttrlr  Jou,nuI,  mai  iSSg. 

t°.  Soient 

F  (;c)  =  a,*" +  o,x"-'  +  o,j*-' +  «,*"-".  .  ., 

/{x)  =  t. «-+ i,a:«^' 4- t,j— '  +  *,«—>+. ..; 

opérant  comme  pour  la  recherche  du  plue  grand  commun 

(■)  JournaldeM.  Lioiivillc,  l.  X3.  p.  •g-j-ag^;  iS/fi. 
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diviseur,  on  obtient 

F(*)  =  ?,/(*) +  R„ 

R,       =  9,  R,  +  R>, 
B^,  =î,R^,  +  a,î 
éliminant  les  R ,  on  obtient 

^{*)  =  A.  :e^'  + A,  *—■  +  ..., 
^.,  (*)  =  B.  **-■  +  H,  ;«--'.,. . 

Il  faut  déterminer  les  A  et  lea  B  de  manière  que  R„  de- 
vienne de  degré  m  —  n  ;  de  sorte  que  les  termes  d'ordre 
supérieur  s'annulant  en 

R.=(<i,A,+M.)*"*^'  +  (B,A.4-fl.A,  +  ft,B.+  6,B,)j-+^' 
+(«,A,4-a,A,+fl,A,+  fi,B,  +  *iB,H-*,B,)*-^*-'+..  .; 

ton»  ces  termes  jusqu'à  3f~^*  inclusivement  doivent 
disparaître;  ce  qui  donne  ces  an — i  équations  de  con- 
dition 

a.A,-Ho      +o +  o       H-Q =— ft.B, 

a,  A,  +  a,A,+  o      +  i,  B,  +  o =— i,  B, 

a,  A. +a,A,+  <i.A, ■. .+ É,  B,  +  6,B,.  .=— 6,B, 

a,  A,  +  a,A,+aiA, +  6,B|  +  A,B,.  .=~b,'B, 

''^A,+fla_,A,+<i„_,A,..-+6«-)B,+6«_.B,...=:~fc„_,B, 

On  déduit  les  valeurs  de  an — i  quantités  A,,  A,,..., 
A„_i,  B,,  Bi,...  ,B„_i  de  ces  an — i  équations,  parla 
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de  Cramer.  A  cet  e0iet,  posons 

-:;:>   -•=:: 

a,  b,                            a^ 

d,     o      i,     0 

P,= 

",     ".     »,     ». 
»,     »,     ».     », 

».     »,     ».     », 

Pour  avoir  P',,  oa  change  dans  P,  la  dernière  ligne 
lo9  indices  en  r+  3  ;  {r)  daigne  les  accents. 


<T(     fft     a^     bi     bf     ùf 


et  de  14  P',''' en  changeant  les  indices  en  r+j  dan*  la  der- 
nière ligne. 

Le»  P,  se  forment  en  prenant  dans  chaque  ligne  des 
an — t  équations  s  termes  èi  partir  de  la  seconde  ligne. 

On  a  donc 
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et,  en  géaéral, 


(  "3) 


o,P^,A,={-i)~B. 


a,       0 

o... 

0 

o 

o... 

o 

*.       o 

<f.       a. 

o. .. 

o 

0 

o... 

o 

b,     b. 

a,       a, 

a,.. . 

o 

o 

o... 

o 

b. 

a,       a. 

a,... 

o 

0 

o... 

o 

*. 

1,          B, 

a,... 

° 

° 

o... 

"» 

b. 

ai-,    at-t 

«#-*-. 

o 

o... 

o 

*v-. 

"1       «y-. 

«*-».. 

.    o 

o 

o... 

0 

«I 

«,+.    «( 

ai_,.. 

•      0| 

", 

o... 

o 

u. 

«  "in-i  *»-i-->   fli»-(i+i)  <iM-(f+i}  a«_(i+)).. 


?.{*)  =  (-,)■. 


'.P.- 


Pour  avoir  S,  on  remplace  dans  le  déterminant  prêchent 
la  première  ligne  parx""',  x""*,  x"~*,. . .,  o,  o,  o,  et 


+.(x)  =  (-0- 


a.P- 


potir  avoir  T,  on  remplace  la  même  première  ligne  par 
o,  o,o,x"-Sx"-*,  j:^',...+  idelà 
B. 


B.  =  (-i)'t 


P.^. 


-  U; 


remplaçant  la  même  ligne  par 

a--'F*,      a--'F(*),      a--'F(x),...,*^'/(jr),     *"/(*; 

on  obtient  U. 


bGooglt' 


("4) 

Faisant 

R.  =  ±  (-■)•*■  D; 

mettant  dans  U  au  lieu  de  F  {x),  f{x)  le»  développe- 
ments, et  ne  conservant  que  les  termes  de  degré  m — n 
et  inférieurs,  on  a 

R,=±(— i)"+'P,j;"-"  +  P^«'^-'-l-P»jr"-^'+p',«--"..-, 

71  est  quelconque;  r,  s,  t  étant  des  nombres  entiers  posi- 
tifs, on  trouve  par  le  procédé  ci-dessua  les  valeurs  de 


ou  a' identiquement  les  deux  déterminants 


+.. 

j-Fm 

■t., 

T.'!.! 

=  0, 

+.. 

T(P(») 

+„     ,,F(x) +  +,/(,) 
♦„     ,,FW  +  <,,/ix) 

♦.,    n, 

+.,     B. 


C'est  la  relation  découverte  par  M.  Cayley. 
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PROPOSITIONS  SEGNENTAIRES 

tir  U  fanlite,  Tk^ptrlnle  i^iMin  et  propriété  di  tcrde  primpil 

4e  l'ellifse  ; 

Pai  h.  Arthuk  LESCAZE, 

Elâ?e  k  Stinte-Barbe  (  conra  de  M.  Gerono). 


Pkopositioh  I.  Le  produit,  des  distances  du  sommet 
d'une  parabole  à  une  tangente  quelconque  et  à  lacou/ie, 
distances  comptées  sur  la  même  droite,  est  constant. 

Soient 

l'équation  de  la  parabole  rapportée  à  sod  axe  et  à  sa  tan- 
gente au  sommet  S  ; 


l'équation  d'une  tangente  quelconque  en  fonction  de  «on 
coefficient  angulaire  m; 


l'équation  de  la  perpendiculaire  SP  abaissée  du  som- 
met S  sur  la  tangente.  Enfin,  soit  R  le  second  point  de 
rencontre  de  SP  prolongée  avec  la  courbe.  Cela  posé,  on  a 


d'après  la  formule  connue  qui  donne  la  distance  d'un 
point  S  à  une  droite. 

Nommons  (x',jr')    les    coordonnées  du  point  R.   On 
Am.  de  lUithéaiil.,  t.  XIX.  (Juin  1E60O  <5 
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(  a36  ) 
aura 

étinânuitx'  et^,  il  Tieodra 

(s)  S&=4i^m'{m'-i.i). 

Multiplioas  les  ^alités  (i)  et  (a)  membre  i  membre  et 
extrayons  la  racine  carrée,  il  vient 

SPXSR  =  /-'. 

(c.   Q.    F.   D.) 

Remarque  J.  Cette  remarqtie  peut  être  utile  dans  la 
résolution  de  cenainsproblémes.  Soit  proposé,  par  exem- 
ple, de  construire  une  parabole  dont  on  donne  une  tan- 
gente, le  sommet  et  le  paramètre.  On  aura  îmméiUate- 
ment  un  point  R  de  la  courbe,  en  abaissant  dn  sommet 
douné  S  une  perpendiculaire  SP  sur  la  Ungente  et  dé- 
terminant le  point  K  de  façon  qne 

SPXSRxs/»». 

On  sera  alors  ramené  à  cet  autre  problème  dont  la  solu- 
tion est  connue  et  fort  simple  :  Gmstruire  une  parabole, 
connaissant  le  sommet,  le  paramètre  et  un  point  de  la 
courbe. 

Remarque  //.  Il  y  a  une  démonstration  plus  simple 
de  la  proposition.  Le  lieu  dn  point  Pest,  comme  on  sait, 
une  cissoïde  dont  l'équation  est 

passant  aux  coordonnées  polaires,  on  trouve 
/jsin'  a 
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l'ÀpiAtimi  ptJaïre  de  la  parabole  est 


le  produit  des  deux  rayons  vecteurs  ^  est  —  p*. 

Ifote  du.  Rédacteur,  M.  Lescaze  est  l'ingénieux  auteur 
du  Ztfmme  qu'il  a  proposé  comme  question  (uoirt.XVUI, 
p.  171),  et  qui  a  été  démontré  par  M.  Joseph  Vigne 
(«oirt.  XVm,p.  a65). 

Pkofositiom  II.  Le  produit  des  dislances  du  centre 
d'une  hyperbole  éguilatère  à  une  tangente  tfueîconque 
et  à  la  courbe,  dùlances  comptées  sur  la  même  droite,  est 
constant. 

Soit  en  eflêt 

«'  — r'=a' 

l'éqoaûoD  de  l'hyperbole  équJlalére  rapportée  à  ses  axea. 
Je  désigne  son  centre  par  O,  par  P  la  projection  de  ce 
centre  sur  une  tangente  quelconque  et  par  R  l'un  des  deux 
points  de  rencontre  de  OP  avec  la  courbe. 


y  =  m*  +  ^a'm'— a':=  mx  +  a  ^  m' —  1 

étant  l'équation  d'une  tangente  quelconque  à  la  courbe, 
on  a 

Cherchons   OR  ,  nommons  x",  y'  les  coordonnées  du 
point  R,  on  aura 


b,  Google 


("8) 
Tirons  x'*  cty'*  Je  ces  deux  dernières  cxpresaions  ei 
portons  dans 

il  viendra 


OR  ==- 


-.        ^.(^.-HO 


multiplions  les  égalités  (i)  et  (3)  membre  à  membre  et 
extrayons  la  racine,  il  viendra 

OP  X  OR  =  a'. 

(c.   Q.   F.  o  )■ 

Remarque.  Le  lieu  du  point P  est  une  lraioiscat« dont 
l'équation  polaire  est 


l'équation  polaire  de  l'hyperbole  est 


doue,  eie. 

PsoPosmON  ni.  Si  d'un  point  (le  la  directrice  d'une 
ellipse  on  tire  deux  tangentes  à  la  courbe  et  qu'on  les 
prolonge  au  delà  du  point  de  contact  jusqu'à  leur  ren- 
contre avec  la  circonférence  principale,  la  droite  qui 
joindra  les  deux  points  de  rencontre  sera  un  diamètre 
parallèle  à  la  corde  des  contacts. 

Lemme.  Les  projections  du  sommet  d*un  triangle 
sur  les  bissectrices  correspondant  aux  deux  autres  som* 
mets  sont  situées  sur  une  droite  qui  passe  par  les  mi- 
lieux des  deux  côtés  se  coupant  au  sommet  considéré. 

Cela  posé,  joignons  sur  la  fipireTPjTF,  TF,  FR,  FTl' 
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(  aag  } 
La  droite  TT*  passe  parle  foyer  F,  puisque  le  point  Pesl 


sur  la  directrice  *,  donc  (fti  a  les  ^alités  d'angles 

RTf  =  PTF  =  BTR. 
De  même 

F'T^R'=H"f'R'. 
Donc  les  droites  TR,  TR'  sont  les  bïsseclrices  des  angles 
H^F,  EfT'P.  Mais  FR  est  perpendiculaire  sur  TR, 
F'R'sur  TR',  puisque  TR  et  TR'  sont  des  tangentes  à 
l'ellipse  et  que  les  points  R  et  R'  appartiennent  fi  la  cir- 
conférence principale.  Donc,  d'après  le  lemme,  la  droite 
RR'  passe  par  les  milieux  de  TP  et  de  TT',  ce  qui  montre 
d'abord  qu'elle  est  parallèle  à  'IT',  et  en  outre  elle  pas- 
sera par  le  milieu  O  de  FF,  c'est- à-dire  qu'elle  est  un 
diamètre.  {c.  Q.  f.  d.) 

On  déduit  de  là  les  deux  corollaires  suivants  : 

Corollaire  I.  Si  des  extrémités  d'un  diamètre  mobile 
de  la  circonférence  principale  on  mène  d'un  même  c6lé 
de  ce  diamètre  des  Ungentes  à  l'ellipse,  le  point  de  con- 
cours de  ces  tangentes  décrit  la  directrice  correspondant 
au  foyer  relatif  au  c6té  considéré. 

Corollaire  II.  Quand  l'un  des  sommets  d'un  parallé- 
logramme circouscri  l  à  une  ellipse  est  assujetti  à  su  mou- 
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("3a) 
voir  sur  l'une  des  deux  directrices,  le  sommel  opposé 
décrit  l'autre  directrice,  et  les  deux  autres  sommets  dé- 
crivent la  circonférence  principale. 


SOLUTION  Dl  U  OEESTION  S14 


Par  h.  Ed.  GHESSIER, 
eUv«  lu  «ollége  SUnklu  (Sun  de  M.  Frin). 


L'énoncé  de  ceUe  question  est  incorrect.  Il  faut  rei 
placer 

*  =  Uii6^  «-*=***    par    6  =  tangic=<"'^ 
et 

6  =  coti*^i'         par    i  =  cot^*-™»!'  (*). 

Nous  allons  le  prouver 

Pour  qu'une  équation  transcendante 

/M  =  o 

ait  deux  racines  ^ales,  il  faut  qu'elle  ait  uni:  raci 
commune  avec 

/'{*)  =  o. 

Prenons  la  dérivée  de  l'équation  proposée, 
d'où 

(']  Nont»uu»  copié  Xtu  Coiapui  rtiubii  du  gjiDiicr  1860,  p.  lit-. 
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(  »3.  ) 
Cette  ^nation  a  pour  racioea 


ou,  puisque  a  =  sin<|', 


Il  faut  donc  que  l'une  de  ces  quantiléa  mise  à  la  place 
de  X  dans  les  Àiuations 


i  -» 


en  vérifie  &n  moins  une. 
Posons 


I   2C03^ 


D  faut  donc  que  l'une  des  relations  suivantes  sa  vérifie  : 


(■) 
{») 

(3) 

(4) 


sio^' 
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r  ces  relations  se  réduisent  à 


(5)  col-  =  liing-t 

(6)  e— ""^  —  e"»*^ 

(7)  ,«"*  =  e-'^'t 

(8)  tang3^  =  cot*- 

Poar  que  l'équation  (5)  ou  l'équation  (8)  soit  satisfaite, 
il  faut  que 

^,  =  90"; 

et  de  même,  pour  que  l'équation  (6)  ou  l'équalioo  (7) 
soit  aatisfaite,  il  faut  que 

Mais,  d'après  l'hypothèse  faite  dans  l'énoncé  de  la  ques- 
tion ,  ^  est  inférieur  h  90  degrés.  L'équatîon  transcen- 
dante proposée  ne  saurait  donc  avoir  deux  racines  égales. 
Au  contraire,  si  l'on  pose 

i  =  tang-c^li', 


annule  à  la  fois  l'équation  transcendante  proposée  et  sa 
dérivée,  et  par  suite  l'équation 


a  diiiix  racines  égales  à  tang-> 
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(  a33) 
De  même,  eD  posant 

A         „ 

1)  =eot-«~"* 
2 

l'éi^ation 

a  deux  racines  égales  à  -• 


«BESHONS. 


.  Un  débiteur  doit  acquitter  sans  intérêt  : 

Une  dette  C|  au  bout  de  n,  auDces, 
C,  .  lî,       . 


Il  veut  payer  les  sommes  C|-t-Ci  +  ..  .  +  Cp  à  la  fois; 
démontrer  qu'en  appelant  t  le  nombre  d'années  au  bout 
desquelles  il  doit  payer  cette  somme,  on  a 

_  100  /     n,C,  n,Ci  »,C, 


=  intérêt  aunuel  pour  lOO, 
/    looCi  looC] 
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(  ■•■34  ) 

524.  On  douae  uB  iriaDgle  conjagtt^  k  une  ellipse 
(chaque  aommet  est  le  p6Ie  du  côté  opposé)  :  la  ungente 
menée  du  centre  de  l'ellipse  au  cercle  circonscrit  au  tri- 
angle est  égale  à  la  corde  du  cjuadrant  d'ellipse. 

(Fàuilb,  capitaine  d'artillerie.) 

525.  Soient  Xi,  X|,X|,. . . ,  x.  les  racines  d'une  équa- 
tion 

que  nous  écrivons  sous  la  forme  maintenant  i>ien  coniiiic 
{'.,",.' «.)(«,  .>'=o: 

pOSODS 

.  -■- .T</'(».l/'(».)---/'W 

"—'■    Z  7>ô  ' 

OÙ  /'  est  la  dérivée  def;  démontrer  que  la  forme 

(A.,A.,A„...,A^)(*,/)'- 
est  un  covariani  de  la  forme 

(MlcniEL    ROBEBTS.) 

Kâ6.  Si  l'équation 

«  une  racine  double  a ,  posons 

(o,u,ii,+  2tf,fl,(ij—  «.ai  —  n.n;  —  a',}'' 
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1  "35  ) 
démontrer  les  équations  nuTSDtet  :- 

dil  dti  rfM        rfM 

da'        a  da,        7,  da,        da, 

<&>■  <:bi  1^11]        i^Hf 

(MiCHiZL   BOBEHTS  ] 

SW.  On  donne  deux  cercles  tels,  que  l'on  puisse  con- 
struire un  triangle  inscrit  à  l'un  et  ctrconEcrit  à  l'autre  ; 
on  sait  qu'il  existe  alors  une  infinité  de  tiiangles  satis- 
faisant à  cette  condition  ;  le  lieu  des  poinu  de  rencontre 
des  hauteurs  de  tous  ces  triangles  est  une  circonférence 
ayant  pour  rajon  l'excès  du  rayon  du  cercle  circonscrit 
sur  le  diamètre  du  cercle  inscrit.  (G.  SuMOV.) 


SOLUTION  U%  «nSSTIONS  511,  518,  SI9  RT  521 


Pm  h.  Hoitoai  PR&T  (*), 
Élère  de  l'inilitntioii  Bojé-Micâ  à  Bordaaui. 


Soiution  de  la  question  517, 
1°.  L'équation  de  la  normale  est 


Je  cherche  les  intersections  de  cette  droite  avec  les  axes; 
j'obtiens  '* 


[*)  KàolDe*  égalameDt  par  HM.  L.  Marc,  élève  du  I jeée  de  Caea,  Bd< 
CrsHisr,  élère  du  collôee  SUnblai,  Julet  Fiure,  é1iT«  de  l'iDilitalioit 
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Le  segment  inierceplé  par  les  deux  axes  a  poui'  expres- 
sion 


La  tangente  a  pour  équation 

La  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 


(») 


En  mulUpliant  l'équation  (i)  par  l'équation  (il),  ou 
obtient  un  produit  constant  c*. 

2".  Si  l'on  joint  le  point  O  aux  points  MetNetsil'on 


mène  le  diamètre  M'O  parallèle  à  la  langenle,  en  dési- 
g;nant  par  6  l'anfjle  M'OM,  on  a  dans  le  triangle  OMN 

(,(  +  6)'=ÔmVmn'-2  0M.MScos[— —  e], 
MN  est  normale. 

Mais,  M'O  et  OM  formant  un  système  de  diamètres 
conjugués,  on  sait  que 

(rt  -t-  i)'=OM'+  itTo  —  20M.MNcos(—  —  S  V 
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(  ^37  ) 
ilonc 

MN  =  OM', 

c'esi-â-dire  le  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente.  On 

trouve  aisément  que  UM  a  pour  expression  — - — j 

en  cherchant  l'intersection  de  la  droite  _^=  — i ,  x 

avec  l'ellipse. 

La  multiplication  de  OM'  par  p  =    ,  —  donne 

^a'y+b-x'- 
la  constante  a£. 

Solution  de  la  question  S18  (*). 

Soient  JT  et  ^  les  coordonnées  des  points  N  et  N',  et 

K'ifa'y''-i-li'x'' 
Ma=MH'=r  a'6'  ' 

où  K*  est  la  quantité  constante. 


Il  est  évident  sur  la  figure  que 

jr  =  x'±MNcosHMP, 

j'=y±MNsiiiNMP, 

x'  et  7'  sont  les  coordonnées  de  M, 
Eu  remplaçant  MN  par  sa  valeur,  et  cosNMPgSinNMP 

'éBoltie  por  M.  L.  BlaDchë-ArniuU,  él^e 
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(.38 

) 

par 

leurs 

valeurs 

(/; 

I^' 

et         *'^ 

'^«V 

+  »'y 

tient 

(■) 

'  =  ''-'^' 

= 

0' 

- 

d'ofl 

*"  =  - 

«■X 

w 

^~y 

=t^ 

(4'±K 

Ll 

,     d'où 

y= 

L'équation  (3)  représente  deux  ellipses  confocaltt, 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  eu  fbroiant  les  diiTé- 
rcnces  des  carrés  des  deux  axes. 

Solution  de  la  question  519. 

Soieut  (ar'.y),  fj"^.  j-/)  deux  poiots  correspon- 
dants, {il, y,)  les  coordonnées  du  milieu  M. 


Pour  avoir  le  lieu  des  poinis  M,  je  remplace  a:'  et  /  par 
leur»  valeurs  tirées  de  l'équation  (i)  et  (a)  dans 
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(  "39  1 
J'obtiens* 

équaLÎon  d'une  ellîpK. 
La  droite 

b' 


y -y 


eM  normale  i  cette  ellipse.  En  efTet,  si  on  remplace  a/  et 
y  par  leurs  valeurs,  on  a 

■^     FTP     K - fl)  (6 +  *')*,  V      i+oV' 

En  tenant  compte  de  la  relation  a*  —  J*  =  a" — J'*  qui 
eiprime  que  les  ellipses  données  sont  homofocales,  on  a 


on 

eoen 

-^-^ 

trtj-.(fl  +  a') 
(4  +  4')" 

(4) 

îx,         (4  + 

sy.' 

c^  étant  égal  à  (a  +  o')'  —  (b  +  i)'. 

Cette  équation  (4)  est  précisément  celle  de  la  normale 
à  l'ellipse  (3)  au  point  (Xi,  j,),  comme  il  est  Tacite  de 
s'en  assurer  en  la  formant  directement. 

Soiution  de  la  question  SSO. 

Correction,  ms,  doit  être  pris  égal  au  demi-diamètro 
parallèle  à  la  tangente  et  non  a  la  normale. 
11  faut  démontrer  l'égalité 
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(  ^4"  ) 

PS,  =  (»iS,-Pm),     QS,=  (»iS.+Q/>.), 
PS,  =  (™S,+  P™),    QS,  =  (Q»i-»iSO. 


En  remplaçant  dans  l'égalîté  (i),  OD  obtient 

(mS,— Pm)  (™S,  + Qm)=  («iS, -1- Pm)(Q™  —  "S,). 
Ou  bien 


w 

mS,=  P«.Q».. 

Or 

Pms 

mS, 

=  „-d=--V-^ 

' 

^('' 

-^)-^'=^ 

+  f:t" 

den 

leme 

0 

^           (/"'^"-Hi'y 

En  substituant,  on  voit  que  l'égalité  (a)  est  vérifiée, 
c.  Q.  p.  D. 

Les  lieux  de  S,  et  S,  soat  deux  ccrclvs  concentriques  à 
l'ellipse  décrits  avec  les  rayons  [a±.b).  On  peut  le  dé- 
montrer directement  ou  considérer  la  question  comme  un 
cas  particulier  de  la  question  SiS. 


b,  Google 


(  M.  ) 

Dans  l'équation 

ïl^f  +  (F^==  '    <  "■'  '"'"""  "'"'• 

il  suffit  de  faire 
et  on  obtient 

C.   Q.  F.   D. 

Remarque.  La  question  n'est  qu'un  corollaire  du  pro- 
blème de  la  détermination  des  axes  d'une  ellipse,  connais^ 
■ant  deux  diamètres  conjugués  et  leur  angle. 

On  sait,  en  effet,  que  les  axes  OAetOB  sont  les  bissec- 
trices de  SiOS,  et  S,OR,  angles  intérieur  et  extérieur  du 
triangle  S|OS|.  Donc  les  quatre  points  Q,  St,P,Si,  divi- 
sent barmoniquement  le  côté  QS, . 

On  sait  aussi  queOSf  est  égal  à  [a~\-b)  et  OS,  k  [a — b). 
Donc  les  points  S,  et  S,  sont  sur  les  cercles  décrits  du 
centre  avec  (a  +  i)  ou  [a — b)  pour  rayon. 

Note.  Ces  questions  ont  été  résolues  pour  l'ellipsoïde, 
par  M.  JiJes  Faure,  élève  de  l'institution  Mayer. 

Ellipsoïde. 

x".  Le  segment  intercepté  sur  une  normale  quelconque 
k  un  ellipsoïde  par  deux  des  plans  principaux  étant  multi- 
plié par  la  distance  p  du  centre  au  plan  tangent  adjaceut 
à  la  normale,  donne  un  produit  constant. 

Soit  l'ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes,  en  un  point  x,  y, 
te  plan  tangent  a  pour  équation 


Àm.  ie  Suhém.,  t.  SIX.  (Jaillet  iSGo.) 
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(  M') 

AU  mCme  point,  les  ëqu&tions  de  la  normale  sont  : 

*     .         .r  •    ' 

au  poiol  où  la  normale  perce  le  plan  MOf  pour 

X=o,     T  =  ,(,-f;),     Z  =  .[.-$); 
au  point  où  elle  perce  ZoX  pour 

La  disUnce  de  ces  deux  poïnU  est 

v/-'(-sy^^-(-g)MF? 

la  distance  de  l'origine  au  plan  tangent, 


V  «'        à*        e* 


Le  produit  de  ces  distances  =  a'  —  i'. 
De  même,  si  l'on  avait  pris  le  segment  de  la  normale 
compris  entre  zox  et  xoy^  le  produit  aurait  été 


Enfin ,  si  l'on  avait  considéré  le  segment  compris  entre 
xoy  et  yoz,  ce  produit  aurait  été 


nP.  Pour  l'ellipsoïde,  sï  l'on  prolonge  une  normale  quel- 
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(Mi) 
coiu{ue  k  uu  ellipsoïde  dont  les  .axes  sont  an,  ^b,  ac, 
jusqu'à  un  ellipsoïde  de  révolulion  de  mêmes  plans  prin- 
cipanz,  dont  les  axes  sont,  par  exemple,  a  (a  +  i)  pour 

les  deux  axes  situés  dans  jro^,  afc-H ]   pourceluiqu! 

est  dirige  snirant  02,  le  produit  du  segmeni  de  la  normale 
compris  entre  les  deux  ellipsoïdes  par  la  perpendico- 
laire  p  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent  adjacent  à 
la  normale  est  constant. 

En  suivant  la  même  marche  que  pour  l'ellipse,  on 
arrive  à  une  équation  en  k 

.(,.^)     .(,.;)    ■(..^) 


qui  est  vérifiée  pour  k  =  ab,  h  étant  le  produit  cherché. 
Dans  le  cas  où  l'ellipsoïde  proposé  serait  de  révolution, 
par  exemple  pour  a  =  tf,  le  second  ellipsoïde  deviendrait 
nne  sphère  de  rayon  a  +  b. 

Même  résultat  en  prenant  a  —  b,  c pour  axes. 

3°.  Si  l'on  porte  sur  nne  normale  quelconque  à  an  el- 
lipsoïde, de  part  et  d'autre  de  son  origine,  deux  longueurs 
MNi,MN,  telles,  que  le  produit  de  MN,  oudeMff,  par;> 
soit  constant,  les  lieux  des  points  N,,  N,  sont  deux  ellip- 
soïdes confocauz  de  même  centre  que  l'ellipsoïde  donné. 

En  suivant  la  même  marche  que  pour  l'ellipse,  on 
trouve  pour  équations  de  ces  deux  lieux 


On  voit  d'ailleurs  que  pour  k  ^  ab,  on  Uotivc  les  deux 
■6. 


b,  Google 


(  »«) 

ellipsoïdes  de  rëvolatiou  indiqués  plus  haut,  qui  devien- 
nent des  sphères  si  c=:a  ou  b. 

4°.  Ellipse.  Soient  P,  Q,  les  intersections  respectives 
d*une  normale  par  les  axes  a,  £  ;  si  i  partir  de  l'origine  M 
de  la  normale  on  porte  des  longueurs  égales  entre  elles 
MSi ,  MS| ,  telles  que  MSi  soit  égale  au  demi-diamilre 
parallèle  à  la  tangente  adjacente  à  cette  normale,  les 
quatre  points  Si,  P,  St  «Q,  sont  placés  harmonîquemenl; 
les  lieux  de  Si ,  S,  sont  deux  cercles  concentriques  à  l'el- 
lipse, de  rayons  a  +  &. 

La  tangente  è  un  point  x,y  de  l'ellipse 


a  pour  coefBcient  angulaire —  >  lediamètreparallèle 


les  coordonnées  X,  Y  de  son  intersection  avec  TeMipse 
vérifient  aussi 

X'      T' 

Des  équations  (i),  (a),  on  tire 


(  I     b'x'\ 


.V         "^< 


de  même 


a'r'-t-i'*'      ^    ,   **' 


«'6'- 
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(U5) 
et 

x.+ï.=«.».(i;+-^). 

Tel  est  le  carré  de  U  longueur  du  demî-diamètre.  Les 
coordonnées  des  points  S, ,  S, ,  satisferont  l'équation  de 
la  Qoimale 


On  aura  en  outre,  puisque  MSi^MSi^Ie  demi-dia- 
niilre 

De  ces  équations  on  déduit 


de  même 


-'(-^> 


Y  =  j.    ,±j 


«;- 


pourP 

pour  Q 

X  =  o,     ï=^(.-p) 
par  conséqueni 


-="[(-^)-(-^)î-'(-0' 


("+/')■■• 
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de  même 

^•="(-^)-K('n)-(-l)T 
=-(5+l)<— "■• 

S,P_S.P_& 
S,Q       S,Q      S' 

Les  deux  polnu  Si,  Si,  diviseot  la  ligne  P,  Q  dans  le 
même  rapport,  par  conséqueat  S, ,  P,  S, ,  Q  soDt  placés 
harmoaiqiiement  ;  car  en  admettant  un  sens  positif  et  nn 
sens  négatif  snr  U  normale,  comme  Pi  est  entre  P  et  Q, 
St  E*  sera  de  sens  contraire  des  autres  longueurs.  On  aura 
donc 

S.P.SiP  _  _ 

S,Q*S.Q~      '■ 

Si  est  entre  P  et  Q,  car 

MP  =  ^*'+j-', 

MS.  =  «.*>(j+g)  =  MPX^, 

MS.=MS  =  -iy/(î;+9). 

Or,  la  longueur  du  sèment  de  normale  intercepté  par  le 
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cerdede  rayon  a:hb  est  aussi  ± 


lieox  de  S.,  S,,  sont  ces  deux  circonférences.  Pour  l'ellip- 
soïde, on  prend  MS,  égal  k  an  demi-diamètre,  quatrième 
proportionnelle  de  fx  ;  et  par  exemple  a,  b,  et  au  lieu  du 

cercle,  l'ellipsoïde  de  révolution  a  -f-  £  a  été • 

M.  Saphore ,  élève  du  lycée  de  Douai,  a  résolu  de  même 
ces  diverses  questions. 


«liKSTlINS. 

558.  Le  nombre  figuré  par  iiai  ne  peut  être  un  carré 
parfait  dans  aucun  système  de  numération. 

(BoocHi,  professeur.) 

559.  Deux  cubes  éunt  premiers  entre  eux  et  se  termi- 
nant (à  droite)  par  les  trois  mêmes  derniers  cliifî'res  si- 
gnificatifs, démontrer  que  les  deux  racines  cubiques  ont 
aussi  les  trois  derniers  chiffres  communs  dans  un  système 
quelconque  de  numération, 

(KoDCHÉ,  professeur.) 
530. 

sinP 

d'oi 

tang  -~i  tsng  —^  =  [aDg(f — 45). 

531.  Soit  A  l'aire  d'un  polygone  régulier  circonscrit 
à  un  cercle,  A'  l'aire  du  polygone  semblable  inscrit, 

l'aire  du  cercle  est  comprise  entre  A  et  A  —  ,{*  —  ^')- 
(HuTcasHS.^ 
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(  MS) 

liSS.  Soit  A  l'aire  d'uD  polygone  r^ulier  de  un  cdiés 
inscrit  dans  un  cercle.  A'  l'aire  d'un  polygone  régalier 
inscrit  d'un  nombre  n  decàtës,  l'aire  du  cercle  est  com- 
prise entre  A  et  A  -I- 5  (A  —  A'), 

(Hutcbehs.) 

533.  Soient  deux  cercles  égaux  dans  le  même  plan; 
P  un  point  variable  duquel  on  mèue  des  tangentes 
aux  cercles  et  dont  le  produit  est  constant.  Le  lieu  de  ce 
point  est  la  podaire  du  centre  d'une  ellipse. 

534.  Soient  j*"  =  F  (x)  l'équation  d'une  courbe  algé- 
brique; j —  jTi  =  F'(Xi)  (x  —  Xi)  r^uatîon  d'une  tan- 
gente au  point  x,  ^1;  X,  Y  un  point  quelconque  de  cette 

tangente,  y     .  est  un  maximum  ou  un  minimum  lorsque 

Y=J',,  X=X,.  (DvBllfEL.) 


SUR  LES  FORMULES  B'INTEAPOUTIOll  H  UGRAN6I 

ET  DE  NEWTON  (*); 

Pab  m.  Abbl  TaARSON. 


1 .  11  faut,  de  la  formule  de  Lagrange,  déduire  celle  de 
Newton,  lorsque  les  nombres  Xj,  X,, . . . ,  x„  forment  une 
progression  arithmétique. 

Cette  déduction  consistera  à  faire  voir  que  si,  dans  la 
'  formule  de  Lagrange,  on  remplace  u,,  u,,. . .,  u„,  par 
leurs  valeurs  en  fonction  de  Ug  et  de  ses  différences,  le 

{■)  roû-t.  XVI,  p,  137,39811,  xviii,  p.  3eii93 
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(»49) 
coeflicieai  d'une  différence  d'ordre  quelconque  aéra,  pour 
la  circonstance  indiquée,  le  même  que  dans  la  formule  de 
Newton.  Le  calcul  s'appliquera  d'ailleurs  au  cas  où  l'in- 
dice de  U  difTérence  dont  on  étudie  le  coefBcient  est  nul, 
c'est-à-dire  qu'elle  s'appliquera  au  coefficient  de  u,  ;  car 
u,  est  représenté  par  A,  i/g- 

3.  Four  abr^er  l'écriture,  je  représenterai  un  pro- 
duit de  facteurs  qui  croissent  en  progression  arithmé- 
Uque  et  qui  sont  en  nombre  n,  Ici  que  le  produit 
fl(a-l-A) .  .  .  [o-|-(n  —  i)A]  par  le  symbole  usité 
a"'  ;  et  le  produit  de  n  facteurs  décroissants,  tel  que 
a  [a  —  /(}, .  .[o — (n  —  i)/i]para"'~*.  Et  à  ce  sujet  je 
rappellerai  qu'on  a  la  formule  suivante 


Priant  le  lecteur  d'observer  que  les  facteurs  qui  com- 
mencent par  a  dans  chaque  terme  sont  croissantt  au  lieu 
que  ceux  dont  le  premier  est  A  sont  décroùsanis. 

3.  3e  vais  calculer  te  coefitcient  de  A,,u„,  et  jeremanjue 
premièrement  que  par  la  substitution  des  valeurs  de 
Ut,  Uf  . .  Um  en  fonction  de  Ug,  Au,,. . .,  A„U|„  la  diflé- 
rence  Ap  u,  ne  s'introduira  que  par  la  valeur  de  u^el  par 
celles  de  ii^i,. . .,  jusqu'à  u„. 

C'est  pourquoi,  avant  de  faire  cette  substitution,  je 
vais  transformer  les  coefficients  fractionnaires  de  la  for- 
mule du  Lagrange,  mais  seulement  à  partir  du  terme  qui 
contient  u^. 

i.  Tous  les  coefficients,  à  partir  de  celui  de  u^,  ont  en 
fadeur  commun  au  numérateur  le  produit 
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(  »5o  ) 
Ensuite  le  numérateur  de  l'un  de  cet  coefficients,  de  celai 
par  exemple  qui  multiplie  u^^„^  te  complète  par  cet  antre 
produit 

(«  —  *,)...(*  — 3:^.„^,)(a:—*j,.HH^)...  (*  —  *.). 

Ce  nouveau  produit  contient  m  —  ^  facteurs;  je  le  dé- 
compose en  deux  antres  :  l'un  formé  de  n  facteurs  décrois- 
sants, savoir  : 

et  l'autre  de  m  —  n  -^-p  croissants,  savoir  ; 

(*  —  *-)    ('  —  '—l)    ...(*— *ftJM.l)- 

Donc  je  puis  dire,  en  employant  les  symboles  conve- 
nus, que  le  coefficient  de  u^^^  a  pour  numérateur  le  pr«>- 
duit  ci-dessus  («)  multiplié  par  l'expression  suivante  : 

S.  Considérons  maintenant  le  dénominateur  de  Up^, 
c'est-à-dire  le  produit 

D'après  la  relation  qui  est  entre  tes  x^,  Xi,. . .,  x., 
tous  ces  binâmes  en  nombre  m  contiennent  le  facteur  A; 
déplus  les  m — p — n  deraïera,  c'est-à-dire  les  binômes  à 
partir  de  Xp^  —  *fH*+i)  «jnl  négatifs.  Ce  produit  reçoit 
donc  la  forme  suivante  : 

(-'}-'"A". {/.  +  «)(/;  +  «-,)... a.  i.i. a... {«-;.-«). 

Mais  pour  mettre  en  évidence  ce  qui  est  commun  i 
tousceidénomiuateursjj'écris  laméme expression  comme 
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(»5.  ) 
il  suit  : 

(_,)-,.A-.(,. »...;,)(,.»;. .«,_^) 

.  jp-hi) ...(?  + a) 

^  (_,}.[« _^  _  „ ^.  ,j . . .  (m-/>)' 

6.  Finalement  le  coefficient  de  tip^  se  compose  : 
1°  d'uD  facteur  commun  k  toua  les  coefficients  i  partir  de 
«,,  etqoe  voici  : 

[^~:..){:c-x,-à)...[x-x,-{p-j)h] 
^P'  (-ir^.A-.(i.2...j.}[i.a...(»i-p)] 

et  a"  du  facteur  suivant  qui  lui  est  propre 

f    ^("t—f)('"—;>—i)- ■-(/"— ;'—"  +  i) 


x(*-x,r'-'(«- 


-p~Hth 


7.  Donc  la  formule  de  Lagrauge  reçoit  des  relations 
prescrites  W^e  première  transformation  telle  que  l'en- 
semble des  termes  à  partir  de  celui  qui  contient  Up  jus- 
qu'au dernier,  se  trouve  égal  au  facteur  ci-dessus  (P) 
molliplié  par  la  suite  des  termes  cpie  voici  : 


(»-,)(» 

:-P  —  ). 

xi'-'.r 

8.  Et  maintenant  il  est  manifeste  que  pour  avoir  le 
terme  en  ^u,  il  faudra  multiplier  le  même  facteur 
[f3)  par  la  suite  précédente  dans  laquelle  on  aura  rem- 
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(  "5a  ) 
placé 


«^,     par    '—^&,u„ 


Mais  alors  cette  suite  devient  égale  au  produit  de  ^^u, 
pai' 

(.^-*.}'"-'''*_^l^l^(:r-*,)'/-*(j:-*,r-P-'* 


c'esl-à-dire  par 
expression  égale  à 

(-')-'•*-'("•-/>)  (-"-p-').  •■«■'• 

Si  on  la  combine  avec  le  facteur  (j3), on  reconnaîtra  qar 
le  coeflicienl  de  A^  u,  dans  la  formule  de  Lagrange  traos- 
formée  est  égal  à 

(x-:r.)(:r-^.-/0...[:r-^.-(f-l)A] 
(i.2.3,../»JA'  ' 

cequi  est  précisément  son  coefficient  daus  la  formule  Je 
Newton . 
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UKV  IIS  POLBS  DES  CORDES 

^  jiH  les  Mvbei  Ji  itnitl  it^ri  jaiguit  lis  pieJi  des  Hniln  1  ces 

cnrbes  mata  l'ii  paiil  de  li  iiiàtjfit.  —  TbcsrèKs; 

Pak  h,  desboves. 

Ellipse.  Rappelons  d'abord  les  formules  de  la  page  5  ■ 

a,  b,  c  ont  leur  sigDÎiïeation  ordinaire  dans  les  coniques 
à  centre,  ec  et  j3  sont  les  coordonnées  du  pôle  d'une  corde 
quelcoucpie  de  l'ellipse,  et  x  eiy  celles  du  point  d'intersec- 
tion des  normales  menées  par  les  exlréoiités  de  la  corde. 
On  aura  immédiatement  l'équatîon  du  lieu  demandé, 
en  remplaçant,  dans  l'équaiion  de  la  développée  de  l'el- 
lipse 


w-m- 


X  et  j  par  les  valeurs  que  donnent  les  formules  (i).  On 
obtient  ainsi  pour  équation  du  lieu 


(a)      [««(*»-?■)]' H- [*?(«'-«')]={«'?'+*'«•)• 

En  chassant  les  radicaux  on  trouverait  une  équation  da 
i8*  degré,  c'est-à-dire  que  le  degré  atteint  le  maximum 
fixé  par  le  tbéorënte  II  (p.  4^  )  ■ 
Mais  cette  équation  peut  se  décomposer  en  facteurs. 

(*)  Fitr»lanDtoptg*ïSe. 


b,  Google 


(  »54) 

En  effet,  posant 

a  =  apcosw,      p  =  ipdou, 
et  faisant  disparaître  les  radicaux,  on  obtient 
*7p'sin'»cos'M(p'  — 1 —  p'sin'wcos'w)' 
^  {p'  —  1  —  p'  sin'  »  cos'u  +  4  p'  wn'ùi  cos*»)', 
el  si  l'on  pose 

p^sin'ucos'u  =  «,    p'  — 1^<> 
il  Tient 

.(,-«)(.(.-«) -9.V=o. 

Le  lieu  chercha  se  compose  donc  des  trois  courbes 


si  Ton  remet  pour  z  et  u  leurs  ralenrs  en  p,  sinu  et 
cosù),  puis  pour  ces  (lernières  quantités  leurs  valenrt  en 
a  et  |3,  on  obtient  pour  équations  en  coordonnées  rec- 
tangui  aires 

En  laissant  de  côté  la  solution  qui  donne  la  courbe  elle- 
même,  on  Toit  que  le  lieu  se  compose  de  deux  couite 
distinctes  (4}  et  (5),  faciles  à  construire  (*). 

(*)  La  MastrncliDn  de  la  courbe  (5  )ie  romane  raciletnentk  taleth  U 
coniiie  dont  l'équation  polaire  etx 
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Il  reste  k  expliquer  pourquoi  on  trouve  deux  courbet. 
Pour  cela  nous  alloua  déterminer  successivement  les  lieux 
des  cordes  qui  joignent,  les  premières,  les  pieds  d'une 
normale  double  et  d'une  normale  simple,  et,  les  secondes, 
les  pieds  des  deux  normales  simples,  et  on  verra  que  les 
deux  lieux  ont  précisément  pour  équation  les  équa- 
tions (5)  et  (4)-  (J'appelle  normale  double  celle  des  trois 
normales  qui  est  tangente  i  la  développée  au  point  de  dé- 
part, et  normales fùn/v/ef  les  deux  autres.) 

Déteiminons  un  point  X,  T  de  l'ellipse  par  des  équa- 
tions de  la  forme  X  ^  acosf ,  Y  =  bànf.  L'angled' ano- 
malie f  caractérisera  alors  un  point  de  l'ellipse  que  nous 
appellerons,  pour  abréger,  le  point  f . 

Soient  j:/,^les  coordonnées  du  point  de  la  développée 
d'où  l'on  mène  les  trois  normales,  f/  le  pied  de  la  normale 
double  et  if,  <f  les  pieds  des  deux  normales  simples. 
Soient  aussi  a',  0'  les  coordonnées  du  pôle  d'une  corde  de 
l'ellipse  qui  passe  par  deux  points  y  et  y,  et  :r  et  y  les 
coordonnées  du  point  d'intersection  des  normales  menées 
par  les  extrémités  de  la  même  corde. 

L'équation  de  la  corde  (^  ^)  sera 


(6) 


COSif'  —  cosç    j- 


siD(t'  — ?'}     b        ùn(f'—f') 


et  on  aura  les  coordonnées  du  p6le  de  la  corde  par  les 
équatious 

l  «'_sinT'  — sin/ 

\    a-  siD(T--T')' 
(7)  ( 

1   P    COSy  — cosy 

\T~         sia«— ï')" 

Si  d'un  autre  côté  on  cherche  les  coordonnées  du  point 
X,  Y-!  point  d'intersection  des  normales  menées  par  les 
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points  9'»^',  il  vient 

e*Mn^'sinç"  (cosf"  - 


b  (.JD  (<p"  —  f 'J 
c'C05y'cotT"(Mny''  —  sic  y') 


En  faisant  dans  les  équations  précédentes  i}/  ^  f",  on  trouve 
pour  les  coordonnées  x*,  j^  du  point  de  la  développée  cor- 
respondant au  point  if 

(g)  *=-a>sY.      X    =—^«10'?; 

mais  les  points  x,y  étant  sur  la  développée,  on  a 

y  =  x,     y  =  j-, 
et  par  suite  il  vient 


"(?"—?')         C08?"  *«{?"  —  ?') 


(il)        sinf''cos'7'-f'sin'f'ci)Sf'' —  cos(f"siny"=:  o. 
Bemplaçant  ma  in  tenant  dans  cette  dernière  équation  sîiif  " 
par  sa  valeur  ^i  — cos'^',  faisant  disparaître  le  radical  et 
divisant  les  deux  membres  de  l'équation  résultante  par 
le  facteur  double  (cosf^ — cosf')',  il  viendra 

(12)  co»'f"H-  acosf'sîn'ï'cosy"  —  cos'f'=  o, 

et  une  équation  semblable  en  cbaogeant  <f  en  <f. 

D'ailleurs,  en  venu  des  équations  (io),leséquaiiom(7) 
deviennent 

(i3)  a'  _  ros'y' ^      P'  _  sin'f 

a       coif"        b        siny" 

Nous  pouvons  maintenant  obtenir  séparément  les  deax 
lieux,  et  d'abord  le  premier. 
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Pour  cela,  recuplaçoDS  dans  les  équaiîoits  (i  i)  ei  (ta) 
cosy  et  siDf"  parleurs  valeurs  tirées  Hesi  équations  (i^), 
il  viendra 

('4)    ^cosf +  |-sinf'  =  i,      l.co8<f'  +  g;sinf=  —  I, 

et  éliminant  cosi]/  et  sinf'  entre  ces  équations  et  l'équa- 
tion 

on  aura 

et  il  est  facile  de  voir  que  relte  équation  peut  se  ramener 
à  la  forrne 

lious  laquelle  nous  l'avons  d'abord  trouvée. 

Cherchons  maintenant  le  second  lieu.  Soient  a", /S"  les 
coordonnées  du  pôle  des  cordes  (f"y")-  Si  dans  les  équa- 
tions {j)  et  (8)  on  remplace  «',(3',  y*  par  a",  p",  if"  et  qui; 
X  et  ^  représentent  maintenant  les  coordonnées  du  point 
d'intersection  des  normales  menées  par  les  points  9^,  <ff, 
on  déduira  de  ces  équations 

C  =»  .     „  ■     ^  '^'    « 

X^ — Tj  p  Sinç  siny   ,      j;  =  — a  cosç  cosf  . 

En  égalant  les  valetu-s  précédentes  de^  et  x  respective- 

c*    ■    »   ,       c"       1  /  -1     ■ 
nient  à  — ;  sin'»'  et  -  cos'ip',  il  vient 
b  '         a  ' 

~,  co&'y'  =:  cosç''cosç"'î 

mais  l'équation  (13)  étant  une  équation  du  second  degré 

en  cosç^  qui  admet  à  la  fois  pour  racines  cosç"  et  cosy", 

'k»*.  <U  Malhimal.,  1.  XIX.  (juillet  1860.}  17 
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(i6)  cosf"c(Mf'  =  —  coi'f', 

ei  par  ud  calcul  semblable  on  a  de  même 

(17)  siii(f"Mnip'= —  ain'f'; 

remplaçant  mainienam  daosles  équations  (i  5)  cos^cosf", 
sinf"  9ini|>'''  par  les  valeurs  qu«  donnent  les  ÀjuatioDS  pré- 
r^entcs,  il  vient 

Kt  par  suite 


C'est  ce  qu'il  fallait  trouver. 

Noos  allons  donner  maintenant  deux  éqnatioDs  très- 
simples  qui  lient  entre  eux,  la  première ,  tes  angles  f  '  et 
^,  et  la  seconde ,  les  angles  f'et  <f. 

En  compléunt  deux  carres  dans  le  premier  membre  de 
rÀ|uation  (la),  on  a 

(cosf'-l-  c€»«^"}'sin'f'=  cos'ç'sin'f"; 
mais  si  on  était  part!  de  l'équation  en  siDf>",  analogue  à 
l'équation  (la))  on  aurait  eu  de  même 

{rinf'-i-  Binf'')'cos'ç'  ^sin'ip'cos'ç'', 
en  extrayant  les  racines,  on  a  donc 
—  ■iof'cosf'  :=  »in  (f'iç"),      —  sinf'cosf'  =  sîd  {f"  it  f')- 

Pour  que  les  résultau  donnés  par  ces  dernières  équation» 
soient  d'accord,  on  doit  avoir 

(19)  —  sint'cosf'  =  8in(f  +  f"\  : 

c'est  la  première  équation  que  nous  voulions  obtenir. 
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On  aurait  évidemment  de  même 

" —  siniy'cosip'=:Mn(f'+ç"'), 
et  par  suite 

""  (t' +  ?")=«!>  (?'  +  T")* 

Maïs  pour  que  deux  arcs  aient  le  même  sinus,  il  faut  que 
4enr  différence  soit  un  nombre  pair  ou  que  leur  somme 
soit  un  nombre  impair  de  demi-circonfôrences.  Or  la 
première  hypothèse  doit  être  rejeiée,  puisque  les  detix 
arcs  ^  et  f"'  étant  tous  deux  plus  petits  que  9<t  ou  an  ' 
plus  égaux  à  ara  (ce  qu'on  peut  toujours  supposer  en  géo- 
métrie), leur  différence  est  toujours  inférieure  à  aïs. 
Cela  a  lieu  aussi  d'ailleurs  dans  le  cas  où  l'un  des  angles 
est  nul,  parce  qu'alors  l'autre  est  nécessairement  ^al  à 
c  La  seule  hypothèse  possible  est  donc,  en  représentant 
par  aft+ 1  un  nombre  impair  quelconque, 
a<f'  +  f''+?''  =  (2i+i)o. 
De  l'équation  précédente  on  tire 

«»(?'  +  ?")  =  —  «»»?'' 
[((  +  cos(f"-|-f*)]'  =  4«'n'ï'  =  —  4*'n?"  »'"■?"> 

(ao)  ces'? ~  -1-8)nï"sinif°'  =  oi 

l'équation  (ao)  est  la  seconde  équation  demandée. 

Les  équations  (19)  et  (  ao)  peuvent  être  utiles  dans  la 
résolution  de  plusieurs  problèmes. 

Hyperbole.  Les  deux  méthodes  sont  applicables;  seu- 
lement, dans  la  seconde,  on  détermine  un  point  X,  Y  de 
l'hyperbole  par  des  équations 

X=<iséc7,     Y^fitangf. 

Parabole.  On  trouve  l'équation  du  lieu  par  la  pre- 
mière méthode,  c'est-à-dire  en  substituant  dans  l'équa- 
'7- 
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(  a6o 

lion  de  la 

développée 

J-' 

=  ^/' 

-P)', 

Jes  valeurs  de  7  et  de 

X  données 

parles 

formides 

y  = 

=  -î2!,  . 

3  p=- „;,  +  ;>' 

(pages.); 

OD  a  ainsi  l'équatioD 

le  lieu  est  donc  la  parabole 

Oii  peut  aussi  résoudre  la  question  en  supposant  un  point 
de  la  parabole  délerminé  par  des  équations 

X  =  a/i  une'y,     Y  =  a/>  tangf. 

En  désignant  par  <f'  et  if  les  angles  qui  déterminent  le» 
pieds  de  la  normale  double  et  de  la  normale  simple,  on 
voit  immédiatement  qu'on  est  ramené  à  éliminer  taogf' 
et  tangf"  entre  les  trois  équations 

,     ,     j  «=  Vtangf  tangf",     p=;ï(tangç'  +  tang^"), 
\  3lang<p'  +  tangif"=  o. 

THËORÈUES. 

1.    X',  Y'  étant  les  coordonnées  du  pied  de  la  normale 
double  dans  l'ellipse,   si  on   remplace  dans  les  équa- 
tions {i  4)  cosç*  et  sinij/ par — ,  -r-,  il  vient 
a'X'       p^'  _  —  X'       — T'  _ 

d'où  résulte  ce  théorème  ; 
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Si  on  projette  un  point  Je  la  courbe  (5)  sur  les  deux 
axes  de  teliipse,  la  ligne  droite  tjui  joint  les  deux  pro- 
jections passe  toujours  par  le  point  de  t ellipse  diamétra- 
lement opposé  au  pied  de  la  normale  double  correspon- 
dante. 

II.  Si  OD  remplace  dans  les  équaUons  (i8)  cosf'  et 
iÎD^  par  leurs  valeurs  — ,  -7-1  U  vient 

a'=  — X'«",     6'=  — T'p", 
et  OD  a  te  tbéorème  suivant  : 

•Si  on  projette  un  point  de  la  courbe  (4)  sur  les  deux 
axes  de  Eellipse,  la  ligne  tfui  joint  les  projections  louche 
Fellipse  donnée  en  un  point  diamétralement  opposé  au 
pied  de  la  normale  double  correspondant  au  point  de 
la  courbe  (4)- 

Les  mêmes  théorèmes  ont  lieu  pour  l'hyperbole. 

III.  Les  équations  (ui),daDS  lesquelles  on  remplace 
"'^f'  par  rr'  ""g'î'  par  - 


De  là  on  déduit  facilement  ce  théorème  : 

i$i  on  mène  une  tangente  quelconque  à  la  parabole  et 
qu'on  la  prolonge,  à  partir  de  sa  rencontre  avec  Taxe, 
dune  lon'gueur  égale  à  sa  moitié,  rextrémité  de  cette 
longueur  engendrera  une  courbe  identique  au  lieu  des 
pôles  des  cordes  qui  joignent  les  pieds  des  normales 
menées  dun  point  de  la  développée. 

tV .  n  a  été  démontré  que  les  angles  d'anomalie  corres- 
pondaot  anx  pieds  des  trois  normales  menées  d'iin  point 
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de  la  développée  de  l'ellipse  sont  liés  entre  eux  par  l'é- 
quation 

a?'  +  f''  +  t*  =  (2*  +  i)w. 

On  peut  prouver  de  plus  que  !e  nombre  aA  + 1  est  5  ou  3 
suivant  que  )e  point  de  la  développée  est  au-dessus  ou  au- 
dessous  du  grand  axe  de  l'ellipse.  Mais  ce  théorème  est 
un  corollaire  évident  d'un  théorème  plus  généra]  qu'on 
peut  énoncer  ainsi  : 

Si  éfun  point  intérieur  à  la  développée  de  telUpm 
on  mène  les  quatre  normales  à  cette  courbe,  la  somme 
des  quatre  angles  d'anomalie  correspondant  aux  pieds 
des  normales  [chacun  d'eux  variant  entre  o  et  m)  est 
égide  à  5ra  ou  Zts  suivant  que  le  point  esl  situé  au-dessus 
ou  au-dessous  du  grand  axe. 

En  eSet,  si  d'un  point  x,  y  du  plan  de  l'ellipse  on  mène 
tes  normales  a  cette  courbe,  et  qu'on  désigne  par  X,  ¥ 
les  coordonnées  d'un  des  pieds  des  normales,  on  sait  que 
les  pieds  se  trouveront  sur  une  hyperbole  équilatère 
(sa)  c'XY+i=^X— o'j;Y=o. 

£n  remplaçant  dans  cette  équation  X  et  Y  par  a  cosi}i  et 
isinf,  puis  cosf  et  sinf  par  leurs  valeurs  en  tangfi,  il 
vient 

d'x'tang'f —  aa&^taog'f  -H  [a^ix'-^-b'y'—,^)  lang'f 
—  sai^tangf  +  b'jr'  =  o. 

Les  coefficients  de  tang'f  et  tang^  étant  égaux  dans 
l'équation  précédente,  on  en  conclut,  en  désignant  par 
î'i  ?*>  t'*)  ?"  l'J*  quatre  valeurs  de  y  correspondant  aux 
pieds  des  quatre  normales,  et  représentant  par  h  un 
nombre  entier  quelconque, 

mais  si  l'on  se  rappelle  que  par  hypothèse  les  angles 
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d'aDomalie  sont  compris  entre  o  et  2a,  et  que  le  centre 
de  courbure  d'un  point  de  l'ellipse  a  toujours  une  ordon- 
née de  signe  contraire  à  l'ordonnée  du  point  lui-même, 
on  voit  Mns  difficulté  que,  suivant  que  le  point  de  départ 
des  quatre  normales  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  grand 
axe  de  l'ellipse,  la  sommeç'-f-ip''+  f'''-t-<f"est  toujours 
comprise  entre  4<3  et  6b  ou  entre  iu  et  ^fs^  elle  est 
donc  5(3  dans  le  premier  cas  et  3i3  dans  le  second. 

V.  Si  l'on  suppose  qu'un  point  de  l'iiyperbole  est  dér 
terminé  par  des  équations  de  la  forme 

X  =  asécf,     Y^frtangf, 

l'^gle  <f  étant  toujours  un  angle  compris  entre  o  et  as, 
et  tellement  choisi,  que  a  séc^  et  b  langf  donnent  X  et  Y 
à  la  fois  en  grandeur  et  en  signe,  on  prouve  par  une  dé- 
monstration toute  semblable  k  la  précédente  que  la  somme 
f'-i-<f''+^"-i-!f"y  correspondant  aux  pieds  des  quatre 
normales  menées  d'un  point  du  plan  de  l'bypo-bole  à  celte 
courbe,  est  égal«  k  5a  ou  3t3,  suivant  que  le  point  de 
départ  des  quatre  normales  est  situé  dans  le  premier  et  le 
troisième  angle  des  coordonnées,  ou  dans  le  second  et  le 
quatrième. 

VI.  Quant  à  la  parabole,  si  l'on  suppose,  comme  pré- 
ccdefmment,  un  de  ses  points  X,Y  déterminé  par  des 
équations 

X  =  «/>  Wog>,     Y  =  3/>  Ungç, 

un  trouve,  pour  déterminer  les  valeurs  de  tangf  corres- 
pondant aux  pieds  des  normales  menées  d'un  point  x,/  du 
plan,  l'équaUon    - 

4;"ang'?-*-  '^{P  —  *)taog'p— j  =  Oi 

on  n  donc 

tang^'-f  langî"H-  tangf''=o, 
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et  si  l'on  suppose  le  poiot  de  départ  des  normales  sur  la 
développa,  on  retrouve  l'équation  précédemment  citée 

atangif'H-  Uagf"  =  o. 

VII,  On  a  trouvé  que  la  somme  des  angles  d'anomalie 
était  égale  à  A  cr  pour  les  points  d'intersection  de  l'ellipse 
et  de  l'hyperbole  éqnilatère  (a^)  ;  on  est  conduit  alors  à 
se  demander,  en  général ,  par  quelles  courbes  du  second 
degré  on  doit  couper  l'ellipse  pour  que  la  même  relation 
subsiste.  Celle  question,  avec  plusieurs  autres  du  m6mc 
genre  énoncées  par  M.  Joachiinstal,  a  été  résolue  par 
M.  Terquem  (Annales,  t.  IX,  p.  170).  Les  démonstra- 
tions sont  semblables  à  celle  que  nous  avons  donnée  tout 
à  l'heure.  On  voit,  en  particulier,  que  la  somme  des 
quatre  angles  d'anomalie  est  toujours  égale  à  fia  quand 
la  seconde  courbe  est  un  cercle. 

J'ajouterai  ici  que  lorsque  les  quatre  points  d'inter- 
section sont  d'un  même  côté  du  grand  axe,  la  somme  des 
angles  d'anomalie*  (supposés  toujours  compris  entre 
o  et  acr)  est  égale  à  ara  on  6a,  suivant  que  les  quatre 
points  sont  au-dessus  ou  au-dessous  du  grand  ase,  et  que 
la  somme  est  égale  à  4^,  lorsque  deux  points  sont  au- 
dessus  et  les  deux  autres  au-dessous  du  grand  axe. 

Le  théorème  est  évident  lorsque  les  quatre  points  sont 
symétriques  deux  à  deux  par  rapport  à  l'un  des  axes; 
et  lorsque  la  symétrie  n'existe  pas,  on  remarque  qu'en 
remplaçant  deux  des  points  par  les  symétriques  des  deux 
autres,  on  ne  pourrait  qu'augmenter  ou  diminuer  la 
somme  des  angles  d'auomalîc  d'une  quantité  plus  petite 
que  o,  et  que  par  conséquent  la  somme  qui  est  un  mul- 
tiple de  T3  doit  i-ester  la  même.  Les  réciproques  sont  évi- 
dentes. 

En  rapprochant  le  théorème  actuel  de  celui  que  nous 
avons  démontré  sur  les  pieds  des  normales  à  l'ellipse,  on 


b,  Google 


(  i65  ) 
arrive  à  une  démonstration  très-simple  d'un  autre  théo- 
rème  dû  à  M.  Joacliinisul,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Dans  l'ellipse,  trois  des  pieds  des  normales  à  cette 
courbe  menées  d'un  point  de  son  plan,  et  le  point  dia- 
métralement opposé  au  pied  de  la  quatrième  normale, 
sont  sur  une  même  circonférence. 

En  efFet,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ait 
mené  les  quatre  normales  d'un  point  situé  au-dessous  du 
grand  axe.  Trois  des  pieds  des  normales  sont  au-dessus 
de  l'axe  et  le  quatrième  au-dessous.  Alors,  suivant  qu'on 
remplacera  l'un  des  trois  premiers  pieds  ou  le  quatrième 
par  le  point  diamétralement  opposé,  on  augmentera  ou 
on  diminuera  de  rs  la  somme  des  angles  d'anomalie.  Dans 
le  premier  cas  on  aura  deux  points  au-dessus  de  l'axe  et 
deux  au-dessous,  et  la  somme  des  angles  d'anomalie  sera 
^ale  à  4<3-  Dans  le  second  cas  les  quatre  points  seront 
au-dessus  de  l'axe,  fît  la  somme  sera  égale  à  20.  X^es 
quatre  points  sont  donc,  dans  les  deux  cas,  sur  une  même 
circonférence.  Le  cas  où  le  point  de  départ  des  normales 
est  au-dessous  de  l'axe  conduit  à  la  même  conclusion. 

Pour  l'hyperbole,  les  mêmes  théorèmes  ont  lieu  encore, 
et  se  démontrent  d'une  manière  analogue. 

Détermination  du  lieu  par  la  géométrie. 

TitÉOKÈME  I.  Si  deux  points  pris  dans  le  plan  d'une  co- 
nique  à  centre  sont  tels,  que  les  rapports  de  leurs  coordon- 
nées aux  demi-axes  sur  la  direction  desquels  on  les  compte 
sont  inverses  et  de  signe  contraire,  les  deux  polaires 
correspondantes  coupent  la  courbe  en  quatre  points, 
dont  les  normales  vont  concourir  en  un  même  point  du 
plan. 

Le  théorème  est  une  conséquence  évidente  des  for- 
mules (1).  En  effet  les  valeurs  de  a;  et  j'  données  par  ces 


b,  Google 


{^66) 
ibrniules  ne  cliaugL'iii  pas,  quand^oii  j  rctupUce  a  cl  ^  par 
—  a'         -  b' 

Théokeme  II.  Deux  points  étant  donnés  sur  une  co- 
nique à  centre,  si  l'on  trace  la  corde  qui  joint  les  deux 
points  diamétralement  opposés  aux  premiers,  que  par 
les  points  oit  cette  corde  rencontre  les  axes  on  mène  des 
parallèles  à  ces  lignes^  et,  par  le  point  d'intersection 
des  deux  parallèles,  des  tangentes  à  la  conique,  les  deux 
points  de  contact  et  les  deux  points  donnés  seront  tels, 
que  les  normales  des  quatre  points  se  couperont  en  un 
même  point  du  plan. 

Ea  eOêt,  les  cordes  qui  joignent  respectÏTement  les 
deiuc  premiers  et  les  deux  derniers  points  ont  ponr  pôles 
deux  points  dont  le^  coordonnées  satisfont  à  la  condition 
indiquée  parle  premier  théorème. 

Théorëke  in.  Étant  donné  un  quadrilatère  circon- 
scrit à  une  conique  à  centre  dont  les  points  de  contact 
avec  la  courbe  sont  les  pieds  de  normales  menées  d'art 
même  point  du  plan ,  si  on  projette  les  quatt-e  sommets 
sur  les  axes  et  ({u'on  mène  les  droites  qui  joignent  les 
projections  d'un  même  sommet,  les  quatre  droites  ainsi 
obtenues  formeront  un  quadrilatère  inscrit  dans  la  co- 
nique et  dont  les  sommets  seront  diamétralement  op- 
posés aux  points  de  contact  du  premier  quadrilatère. 

Soient  A ,  B,  C ,  D  les  quatre  points  de  contart-,  A',  6', 
C,  D' les  points  diamétralement  opposés;  (A,  B),(B,  Cj, 
{C,D),  (D,A)  les  quatre  sommets;  (A,D)  désïgnaui  le 
sommet  situé  entre  A  et  B;  (B,  C)  le  sommet  entre  B 
et  C,  etc.  Les  deux  droites  qui  réunissent  les  projections 
sur  les  axes  des  points  (  A ,  B  )  et  [ A ,  D)  vieudmnL  toutes 
deux  passer  parle  poiutC  (théorème  II).  Pour  les  aiiUtSi 
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U  démonstralion  est  évidemment  ta  même.  Oit  a  donc 
UD  quadrilatère  inscrit  A',  B',  C,  D'. 

TatOKÈKE  IV.  .Si'  l'on  projette  sur  les  axes  le  point 
d'intersection  d'une  normale  simple  et  d'une  normale 
double,  et  celui  de  deux  normales  simples,  et  {ju'on  joigne 
les  projections  de  chaque  point  par  une  droite,  les  deux 
droites  passeront  par  le  point  diamétralement  opposé 
au  pied  de  la  normale  double,  et  de  plus  la  deuxièma 
sera  tangente  à  l'ellipse. 

En  effet,  si  l' un  des  points  de  tyynuct ,  D  par  exemple, 
se  confond  avec  le  sommet  voisin  A,  D'  se  confond 
avec  A',  et  le  quadrilatère  A'B'C'D'  est  remplacé  parla 
figure  formée  du  triangle  A'B' Cet  d'une  tangente  en  A'; 
mais  alors  le  point  de  départ  des  quatre  normales  est  sur 
la  développée,  et  la  normale  partant  de  A  est  la  normale 
double.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Le  théorème  IV  comprend  les  deux  théorèmes  démon- 
trés par  le  calcul  p.  361,  §  I  et  §  D. 

Il  est  facile  maintenant  d'obtenir  les  équations  des  deux 
courbes.  En  effet,  si  l'on  désigne  par  X  et  Y  les  coordon- 
nées du  point  A,  para',  ^'celle!  du  point  (A,B),  par 
ec',^"  celles  du  point  (B,  C),  on  a  évidemment,  d'après 
le  ihéorème  IV,  les  équations  suivantes  : 

_x  — ï_  X"'  ï|l_  -_z:2i  8'— ~ 
-^-H-pî--!.   ^,  -*-±i,,-''  »  -  «.  '  P     ±J.* 

En  substituant  dans  l'équation  de  la  conique  les  valeurs 
de  X  et  de  T  déduites  des  deux  premières,  et  aussi  celles 
qui  sont  déduites  des  deux  dernières,  on  aura  immédia- 
tement les  équations  du  double  lieu. 

Remarque.  On  peut  aussi  déduire  du  théorème  1  une 
démonstration  très-aimple  du  théorème  de  M.  Joachim- 
slalfSVlI,  p.  265). 
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Ed  effet,  coDservaQl  les  mêmes  nouiions  que  précë- 

demmeot,  dous  voyons,  d'après  le  théorème  I,  que  si 

le  coefBcient  de  AD  est  m,  celui  dp  BC  est  -— — ,  et  nir 

suite  celui  de  BC',  corde  supplémentaire  de  BC ,  est  — m. 
Les  droites  AD  et  BC'  sont  donc  également  inclinées  sur 
les  axes,  et  par  conséquent ,  d'après  un  théorème  connu, 
le  quadrilatère  ADBC  est  inscriplLble  dans  une  circon- 
férence. 


NOTE. 

Démonstration  des  formules  (i).  Soient  or  et  ^  les 
coordonnées  du  pôle  d'uue  corde  quelconque  (^ '  if")  ;  des 
équations  (7)  et  (8),  dans  lesquelles  on  cfTace  les  accents 
de  X  et  P,  on  déduit 


r  =  —  t;  psin? 


nf  ,     X ^  —  acosf  coSf  ; 


d'un  autre  cAté,en  introduisant  dans  les  équations  (7)  les 
angles  —  et  —^  il  vient 


2^       P  _  3 

n-iï  J^ —  rnn  ±. — ^-i^ 


et  on  en  tire  immédiatement 


,1'—  V"  -  >^ 

cos'  ■= —  cos'  - 
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cl  par  suite 

....      4"(«"  — «■)  ,         .      «"(S"— «>J 

substituant  maÏDienant  dans  les  deux  premières  Àjua- 
tions  les  valeurs  de  sînf'sin^",  cosv'cosf",  on  aura  les 
formules  (i). 


SUR  LES  fiOmoilES  SPltiilIllllES 
BT  MUVELLE  SOLUTION  6KNfiRALB  BE  LA  «GESTION  498  (*); 

Pas  h.   CBEMONA, 
Profeiiseur  au  Ijcéa  de  Sainl-AlMiodrc  *  MiUn. 

Dans  le  n"  i3  (a6  mars  iâ6o)  des  Comptes  rendus  de 
l'académie  des  Sciences,  M.  Cbasles  a  communiqué  un 
résumé  d'une  théorie  des  coniques  sphériques  homofo- 
cales.  L'illustre  géomètre  déduit  ses  nombreux  théorèmes 
â'un  petit  nombre  de  propositions  fondamentales.  Ce  sont 
ces  proposïûoas  fondamentales  que  non  s  allons  démontrer. 

A.  cause  de  la  dualité  constante  à  laquelle  est  soumise 
toute  la  géométrie  de  la  sphère ,  la  théorie  des  coniques 
homofocales  donne  lieu  à  une  autre  série  de  théorèmes. 
C'est,  comme  le  <]it  l'auteur  même,  la  théorie  des  coni- 
ques homocycUques .  Dans  notre  analyse,  toi  variables  x, 
y,  z  pourront  exprimer  indifieremment  des  coordonnées 
cartésiennes  de  points  ou  des  coordonnées  tangentiellea 
de  lignes.  Dans  la  première  hypothèse,  il  s'agira  de  co- 
niques hoinocycliques;  dans  l'autre,  de  coniques  homo- 
■focales.  Pour  fixer  les  idées,  nous  suppyerous  que  les 
coordonnées  se  rapportent  à  des  points;  le  lecteur  en  fera 
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mentalement  U  iransfurinatiou,  s'il  vent  obtenir  les  pro- 
priété* des  coniques  homofocalea. 

1.  Soient  x'.y'.z  les  coordonnées  orthogonales  d'un 
point  quelconque  d'une  surface  sphérique  donnée.  L'équa- 
tion générale  d'une  conique  (ligne  de  second  ordre)  est 

La  conique  est  un  (petit)  cercle  si  son  équation  est  de  la 

forme  qui  suit; 

(s)  l(«'-t-J''  +  s')— (aa:H-i7-i-«)'=o} 

le  centre  sphérique  du  cercle  est  le  p6le  (absolu)  de  la 
ligne  géodésique  (grand  cercle)  : 

Le  cercle  (1)  devient  géodésique  (grand  cercle)  sil=a. 
Pour  X  infini  on  a  le  cercle  imaginaire 

(3)  *'4-7"+3'=0, 

ùtué  à  une  distance  infinie  (car  il  est  la  ligne  du  contact 
idéal  entre  la  sphère  et  son  cdne  a^mptote).  ' 
L'équation  (3)  démontre  que  : 

T'oiu  les  cercles  [grands  ou  petits)  tracés  sur  la  sphère 
peuvent  être  considérés  comme  des  coniques  sphériques 
qui  ont  un  double  contact  avec  le  cercle  imaginaire  à 
l'infini. 

3.  Soit 

(4)  ^  =  Z.  =  L 
':,      y,      t, 

an  point  de  la«irface  sphérique.  La  géodésique  polaire' 
relative  au  cercle  imaginaire  (3)  pris  comme  courbe  di- 
rectrice est 

(5)  ■i:,x  +^,/  +  «,»  =  o, 
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Cl  U  gëodésique  polaire  du  mètne  point,  par  rapport  A  la 
conique  {■},  eat 

Si  les  deux  lignes  géodësiqaes  (5  )  et  (6)  âoîvent  coïncider, 
c'est-à-dire  si  le  point  (4)  a  la  même  polaire  par  rapport 
À  la  conique  (i)  et  au  cercle  imaginaire,  (3)  on  aura 

a*'-+-çj',-+-*ï,=  0*,, 

ix,-|- Jj,  +  7Sé  =  9*,. 

L'élimination  de  t«:^,:z«  de  ces  équations  donne  une 
équation  cubique  en  dj  on  sait  que  celte  àjuation  résul- 
tante a  ses  racines  réelles,  et  que  si  l'on  désigne  par 

(7)  (x,:j,:.,),    (*,:j-,:M,    {«.:/.:..) 

les  systèmes  de  valeurs  de  {x^lytlXo)  qui  correspondent 
aux  trois  valeurs  de  l'indéterminée  fi,  on  a 

*.*>  +  Jtyt  -h  «,  «j  =  o , 

«.  'l  +J<J'i  +  «,»,  =  o. 
Donc  les  trois  points  (7)  sont  les  sommets  d'un  triangle 
trirectangle,  et  par  conséquent  la  géodésique  polaire  de 
chacun  d'eux  par  rapport  à  la  conique  (i)  et  au  cercle  (3) 
(ou  absolue)  passe  par  les  autres  deux.  En  prenant  ce 
triangle  pour  triangle  des  coordonnées,  c'est-à-dire  en 
posant 

{lï  jr>  —  ti  =  0,      i,  =  a:,  =  0,      a:,:j-,  =  o, 

l'équation  (1)  deviendra 

(8)  «.r.  +  pj'  +  v»'=». 


b,  Google 


La  fonne  in  cette  équation  enseigne  que  si  par  l'un  quel- 
conque des  pointa  (7)'  on  mène  arbirraircmenl  une  corde 
(géodésique)  de  la  conique  (8),  elle  y  est  partagée  en 
parties  égales. 

Donc  les  points  {7)'  sont  des  centres  de  la  conique 
spMriquc.  En  supposant  a^P^o  et  7<^o,  le  point 
X=^^o  est   le    centre  intérieur;  les  autres  sont  au 
dehors  de  la  courbe. 
Ainsi  1 

Les  centres  d'une  conique  sphériçiie  sont  des  points 
dont  chacun  a  la  même  géodésùjue  polaire  par  rapport 
à  la  conique  et  au  cercle  imaginaire  situé  à  l'infini. 

3.  Le  léiragone(*)  complet  (imapnaire)  inscrit  à  laco- 
nique (8)  et  au  cercle  imaginaire  (â)  a  deax  calés  rtels; 
les  autres  sont  imaginaires.  En  effet,  eu  cnmbinani  les 
équations  (3)  et  (8),  ou  obtient 

(a  —  p}  j-'+  {a  —  7)  a'  =  o,     deux  géodésiques  imagÎDtiresi 
P  —  7}*'  —  {"  —  P)*'^  **>     deux  géodésiques  réelles; 
«  —  7)j-'+  (p  —  y)j-'=o,     deux  géodésiques  iniaginairef. 

Donc  la  conique  (8)  et  le  cercle  (3)  out  en  commua  les 
cordes  géodésiques  réelles 

;9)  ,v'P-7  +  *v'«~P  =  o,   ï^p— ,— *v/r=7=o. 

Une  géodésique  quelconque 
ï)  ax+bx  ■i-ct  =  o 

est  tangente  à  la  courbe  (8),  si  on  satisfait  à  ta  condiûon 

Soient  u,  a'  les  angles  que  la  géodésique  (10)  fait  avec 
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les  géodtfsiques  (9),  nous  aurons 
donc,  si  l'on  pose 


en  vertu  de  la  condilion  (i  i),  on  obtient 

cos'u-1-cos'm' —  zcoszO.coswcosw'^sin'aO, 
d'où 

H±iu'=  39^  constante, 

c'est-ànlire  la  surface  du  triangle  sphériijue  forme  par 
les  trois  géod^siques  (9)  et  (10)  est  constante,  quelle  que 
soit  la  tangente  (10). 

Les  géod^stques  (9)  sont  appelées  lignes  cycliques  de 
la  conique  spbérique  (S). 

Donc: 

Les  lignes  cycliques  tfune  conique  sphérique  sont  les 
deux  arcs  de  grands  cercles  (toujours  réels)  sur  lesquels 
te  trouvent  les  points  d'intersection  (imaginaires)  de  la 
conique  et  du  cercle  imaginaire  situé  à  l'infini. 

4.  Pour  obtenir  les  g^désiques  tangentes  communes  i 
la  conique  (8)  et  au  cercle  [3),  chcrcbons  les  points  com- 
muns à  leurs  courbes  réciproques  : 

Celles-ci  ont  eu  commun  les  cordes  réelles 


(.3)  .v'P(«-7)±/v'ï{p-«J=o; 

donc  les  pâles  (absolus  ou  relatifs  au  cercle  (3),  ce  qui 
A—,  4t  MaMmti.,  t.  XIX.  (JdHIm  1S60.)  18 
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cat  la  même  chose)  de  ces  lignes,  savoir  les  points 

(.4)  r=o,  j.:.=±v(,(p-.):v'H--7) 
aont  les  sommets  réels  du  quadrilatère  complet  (imagi- 
naire) circonscrit  à  la  conique  (8)  et  au  cercle  (3).  Les 
géodésiques  (i  3)  sont  les  lignes  cycliques  de  la  couique  (la), 
et  par  conséquent  la  somme  ou  la  différence  des  angles 
qu'elles  forment  avec  une  tangente  quelconque  de  cette 
courbe  est  constante.  Donc  la  somme  ou  la  différence  des 
arcs  géodésiques  qui  joignent  les  points  (i4)  à  un  point 
quelconque  de  la  conique  (8)  est  constante. 

Ces  points  (i4)  sont  appelés  les  foyers  de  la  conique 
sphérique  (8). 

Ainsi  : 

Lesfojen  d'une  conique  sphéritjiie  sont  les  points  de 
concours  (toujours  réels)  des  géodésiques  tangentes 
communes  à  la  conique  et  au  cercle  imaginaire  situé  A 
l'infini  (*}. 

Il  s'ensuit  : 

Deux  coniques  sphériques  homocycliques  sont  deux 
coniques  dont  le  tétragone  inscrit  est  aussi  inscrit  au 
cercle  imaginaire  situé  à  Vinfini. 

Deux  coniques  sphériques  homofocales  sont  deux  co- 
niques dont  le  quadrilatère  circonscrit  est  aussi  circon- 
scrit au  cercle  imaginaire  situé  à  l'infini. 

5.  Les  équations 

A  =  ax'+  ij'H-  «'  +ï{x'-f-7-'-f-  2')  =  o, 
A'=ai'-|-ôr'  +  «»4-i{a:'4-^'+i')  =  o, 
représentent  deux  sphériques  homocycliques.  Soit 
V  =  ax'^^-^X'-^-■J^>-^•:l3Jr|■^-3t^x  +  ^fxy=  o 

{')  Comme  dans  lei  coniquo*  planea.    Tm. 
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une  autre  conique  quelconque.  Les  ëquaiioDS 
{i5)  B=cU  +  [»A  =  o,     B'=U  +  (.'A'=o 

reprësenteroQt  deux  coniques  circooscrites ,  l'une  au 
tëtragone  UA  (*),  t'aulre  au  tétragooe  TJA'.  Des  équa- 
tions (iS)  on  tire 

B  — B'=fiA  — fi'A', 

(i'B  —  ;iB  =  (jx'—  (x)  D  +  {1  —  1')  [./  (*'  +7'+  s')  ; 

donc  l'équation 

B  — B'=o 

représente  une  conique  circonscrite  au  tétragone  BB'  et 
homocyclique  aux  coniques  A ,  A',  et  l'équation 

f»'B  — j*B'=o 

représente  une  conique  circonscrite  au  tétragone  BB'  et 
homocyclique  à  U. 
Donc  : 

Thëokèhb  I.  Étant  données  deux  coniques  homo- 
cycliques  A,  A'  et  une  troisième  conique  quelconque  U, 
si  aux  tétragones  UA ,  UA'  on  circonscrit  deux  coniques 
quelconques  B,  B',  le  tétragono  BB'  sera  inscrit  tout  à  la 
fois  à  une  conique  homocyclique  aux  deux  A,  A'  et  à 
une  conique  homocyclique  à  U.  (Chasles.  ) 

6.  Soient  encore  données  les  coniques  A,  A',  U,  d'où 
Ton  déduit  B,  B'.  On  peut  donner  à  la  fonction  B-f-AB' 
la  forme 

Il  suffît,  en  effet,  de  poser 

*  +  i  =  o,     [1  —  ft'=o; 

(*)  Dodu*  ptr  l'interMction  de  U  el  de  A.    Th. 
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alors  on  a 

B-B'=(.(i-r)(x'+j'+2'), 

c'«9t-Â-âire  les  coniques  B,  B'  sont  homocycliques. 

Ainsi  : 

Tbéorème  n.  Étant  données  deux  coniques  homo- 
cycUques  A ,  k'  et  une  troisième  conique  quelconque  V, 
si  au  tétragone  UA  on  circonscrit  une  conique  quel- 
conque B,  on  pourra  circonscrire  au  tétragone  UA'  une 
conique  B'  homocyclique  à  B.  (Cbasles.) 

7.  Soient  données  trois  coniqaes  bomocyclicpies 
i.=ax'+  bx'-\-cs,'-i-\  (x'-i-y-^^)=:o, 

et  une  quatrième  conique  quelconque 

U  =  o, 
d'où  nous  dérivons  tes  trois  coniques  qui  suivent  : 

B=U  +  fiA=o, 

B'  =  UH-(»'A'=o, 

B''=U-+-fi"A"=o. 
On  peut  circonscrire  au  tétragone  BB'  une  conique  qui 
coïncide  avec  B".  En  effet,  on  a 

B  +  -frB'  =  (1  +  ,fr)U  +  (.A  -H  Ap' A', 
donc ,  li  nous  posons 

on  obtient 

B+*B'=(H-*)B''. 
Donc  : 

Thëokèiie  ni.  Etant  données  trois  coniques  homo' 
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cycliques  A,  A',  A'  et  une  quatrième  conique  quelcon- 
que U,  si  aux  deux  tétragones  UA ,  UA'  on  circonscrit 
deux  coniques  B,  B',  les  deux  tétragones  UA*  et  BB' 
seront  inscrits  dans  une  même  conique  W .     (Chables.) 
8.  Soient  donoées  trois  coniques 

U  =  o,     Vi=o,     W  =  U  — V  =  o 
drconscrites  à  un  même  tétragone.  On  décrit  une  conique 

U'  =  UH-ï(*'+j-'  +  «')  =  o 
homocjcliqoe  à  U,  et  une  antre  conique 

V'  =  V  +  (.{*'  +  j-'  +  «')  =  o 
homocycliqne  i  V.  Il  a'eosuît  que  la  conique 

W  =  U'-V'  =  W  +  (i— (t)(4^4-j''  +  «')  =  o 

en  tout  k  U  fois  àrconscriie  au  tëiragone  U'V  et  homo- 
cydîque  à  W.  De  plus,  les  tétragones  UV,  U'V  sont 
inscrits  dans  une  même  conique 

Ainsi: 

THÉOKiHB  IV.  Quand  trois  coniques  U,  V,  W  sont 
circonscrites  à  un  même  tétragone,  si  l'on  décrit  deux 
coniques  U',  V  homocycliques  AU  e/  V  respectivement, 
on  pourra  circonscrire  au  tétragone  H' y  une  conique^' 
homocjrclique  à  la  troisième  conique  W.  Et  les  deux 
tétragones  UV,  U'V  auront  leurs  huit  sommets  situés 
dans  une  même  conique.  (Cb&sles.) 

Il  suit  d'ici  qu'on  aura  deux  faisceaux  homograpliiqne* 
de  coniques,  dont  les  bases  sont  les  tétragones  UV,  U'V, 
et  les  deux  coniques  correspondantes 

U  — /V  =  o,     U'— iV'  =  o 

sont  toujours  homocycliques. 
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Il  est  évident  qu'à  la  condition  d'£(re  homocydiques, 
on  peut  substituer  celle  de  rencontrer  une  conique  àon^ 
née  dans  un  même  système  de  quatre  points  réels  ou 
imaginaires.  En  vertu  de  cette  observation ,  les  quatre 
théorèmes  de  M.  Cbasles  ne  constituent  qu'un  théorème 
unique,  auquel  on  peut  donner  l'énoncé  suivant  : 

Etant  données  plusieurs  coniques 

U  =  o,      V=0,      Wr=U  — (rV=0 

circonscrites  à  un  même  tétragone,  et  une  autre  conique 
quelconque 

C=:o; 

si  aux  tétragones  UC,  VC  on  circonscrit  deux  coniques 
U',  V,  on  pourra  circonscrire  aux  tétragones  W^C/tm- 
pectivement  des  coniques  W|.  qui  soient  toutes  circon- 
scrites au  tétragone  U'V.  Et  les  deux  tétragones  UV, 
U'V  auront  leurs  huit  sommets  situés  sur  une  même 
conique 

K  =  o. 
Il  s'ensuit  encore  : 

Si  deux  tétragones  UK ,  U'  K  inscrits  dans  une  même 
conique  K  sont  les  bases  de  deux  Jaisceaux  homogra- 
pkiques  de  coniques,  les  points  d'intersection  de  deux 
coniques  correspondantes 

ï  W,  =  (i  —  l,p)  U  —  IrK.  =  o , 

!■«;=  (1  —  i,[.)  U'—  ;,K  =  o 
se  trouvent  toujours  dans  une  même  conique 
U  — l]'=o. 
Et  réciproquement  : 
■/ijîn  que  toutes  les  intersections  des  couples  de  coni- 
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fu0f   correspondantes   de   deux  faisceaux  homogra~ 
phùfues  appartiennent  à  une  même  conique,  il  faut  que 
les  titragones,  bases  des  faisceaux,  soient  inscrits  à  une 
même  conique, 

Cea  théorimes  généraux  ne  cessent  pas  d'avoir  lien  en 
aubstituant  anx  coniques  circouscritea  à  un  même  tétra- 
gone  des  courbes  sphériques  de  l'ordre  n  circonscrites  à 
nu  même  polygone  spHérique  de  n*  sommets. 


Théorème  générai  comprenant  comme  cas  très-parti- 
culier la  question  41)8  (p.  i54). 

On  donne  dans  un  plan  :  i"  une  droite  fixe;  a"  un 
point  O  sur  celte  droite;  3°  unpïtintfixeÂ.  Trouver  une 
courbe  telle,  qu'en  menant  par  un  point  quelconque  pris 
sur  cette  courbe  une  tangente,  et  par  le  point  A  une 
parallèle  â  cette  tangente,  ces  deux  droites  interceptent 
sur  la  droite  Gxe  deux  segments  complet  du  point  O,  liés 
entre  eux  par  une  relation  algébrique  du  degré  n. 

On  peut  considérer  ces  segments  comme  des  coordon- 
nées tangentielles  ;  donc  l'enveloppe  demandée  est  une 
courbe  de  la  classe  n  (voir  la  Géométrie  supérieure  de 
M.  Cbasles,chap.  XXIV). 

On  donne  dans  l'espace  :  i"  une  droite  fixe;  3"  un 
point  O  sur  cette  droite',  3°  deux  points  fixes  A,  B. 
Trouver  une  surface  telle,  qu'en  menant  par  un  point 
quelconque  pris  sur  cette  surface  un  plan  tangent,  et  par 
A,  B  deux  plans  parallèles  au  plan  tangent,  ces  trois 
plana  interceptent  sur  la  droite  fixe  (rois  segments  comptés 
du  pointO,  liés  entre  eux  par  une  relation  algébrique  du 
degré  n. 

L'enveloppe  demandée  est  une  surface  de  la  classe  n. 
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TBÉOIUlME  S'MteALITfi  SUR  11  PRODtlT  CONTINIIi 
D'A?»*»  M.  L«  ly  SCHLOMILCH. 


TBÂORtHE.  i'.aV3*...n'>n". 
Démonstration.  On  a  l'iDégalîtë 

lorsque  a  >  6  >  o. 
Faisant 

b  =  m,     a  =  m  +  i, 
il  vient 

„(,»+■)■">(»,  H-.r-m-, 

m"  Xm  +  i)"~'  (excepté  pour  m  ^  i), 

m"  (m +  !)'>((»  + 1)-^-', 

(™H-,,><^±i)^. 

Faisant  successivement  m  égal  k  i,  a,  3,.  •  •>»  —  i,  et 
multipliant  ces  in^alités,  on  obtient 
I'. 2'. 3'...  «■>«-. 
Corollaire.  La  sdrie 

^  _logi     ^     l«^a    ^    ^   ^     loga 

devient  infinie  lorsque  n  =  oc  . 
En  effet 

S  --^  logi-Kloga  +  ...  +  l<^j> 
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Or  S  1(^1 .3.3. .  .R^nlogn  (voir  ci-dessas),  donc 


NOTE  SliR  L'ARTfCLK  PRÉCfillIlT; 

P»«  M.  PROUBET, 

FroreMOur. 


Les  limites  les  plus  approchées  du  prodnit  i.a.3...n 
•ODt  fournies  par  la  série  de  Stirlîng,  dont  M.  A.  Serret 
vient  de  donner  une  belle  démonstration,  complétëe  par 
M.  Bonnet  (*)  ;  cependant  dea  limites  moins  approchées, 
mais  plus  simples  comme  cellcde  M.Schlomilch,  peuvent 
être  utiles  dans  des  recherches  particulières.  En  voici 
deux  qui  se  prêtent  à  une  démonstration  tout  à  fait  élé- 
mentaire. 

1°.  Lorsque  n  est  supérieur  à  5,  on  a 


■•-■••"<©■ 


©■ 


Représentons  le  premier  membre  de  cette  inégalité  par 
X,.  On  aura 

1.2. 3...» 


©■ 


(■)  Con7>lf«r«infiu  Ai'Jcorf^DiieiinSrinicri,  t.  L(i36o),p.  e6ietS6>. 
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Le  second  membre  est  ^gal  à  i  pour  n  =  i ,  et  dimmne 

quand  R  augmente  ;  donc  -^'  est  toujours  moindre  que  i . 

Ainsi  les  fonctions  désignées  par  x„  Tont  en  diminuant. 
Or  déjà  Xi  est  moindre  que  i,  donc  j:„  sera  moindre  que 
I  lorsque  n  sera  plus  grand  que  5  :  ce  qu'il  fallait  démon- 
trer. 

a".  Quand  n  est  ^5,  on  a 


i.a.3..., 


(^)- 


edésîgnant  la  base  des  logarithmes  népériens. 
En  effet,  en  posant 


1  trouvera,  comme  dans  le  cas  précédent, 


Le  second  membre  est  toujours  plus  grand  que  i .  Donc 
X„  augmente  avec  n.  Mais  pour  «  =  5,  on  trouve  *i]>'> 
Donc,  etc. 

En  suivant  la  mùmc  marche,  on  pourrait  trouver  des 
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valeurs  plus  approchées,  pour  n'^6,y,  8,  etc.  Mais  ces 
limites  finissent  toujours  par  être  en  dehors  des  suivantes 


qui   résultent  d'une   formule  donnée  par  M.  Liouvîlle 
^Journal  de  Mathématiques,  t.  IV,  p.  3ai). 


SOLITION  IB  LA  QUESTION  478 

iToItt.  XTIIl.p.ilDi 

P*a  M.  G.  WIABT, 

ÉlèTS  du  Ijcéâ  d«  Douai  (cU«*e  de  U.  DlTid}. 

A,  B,  C,  trois  points  fixes;  AB  =  C,  BC  =  n,  CA  =  b; 


a,  ^,  y,  distances  respectives  des  trois  points  à  une  droite 
fixe  :  on  a 

tf'a'  +b'P'  +  c'7'  _  (a'  +  é»  _  c* )  ap  —  { A'  +  c'  —  a')  P7 
_(c'  +  rt'_6.),,  =  4S', 

S  ;=' aire  du  triangle  ABC  (Salmon). 
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(  'H  ) 

AA'  =  a,     Bfl'  =  p,     CC'  =  7, 
on  a 

sarf.  AA'C'CB  =  ~{p-hy)  B'C  +  ^  (p  +  «)  A'B-, 
surf.AA'CC    =i(a  +  ,)B'C'+-(«  +  7)A'B', 

d'où,  en  retranchant,  on  tire 

ïS  =  (p  —  a)  B'  C'  +  (p  —  7)  A'  B'. 

Élerant  les  deux  membres  au  carré,  il  rient 

4S'=  (P  -  »)'B^V  (p  -7)'rB''+a  (p  — a)(p-7) 
XB-CxA'B'. 

Par  C,  je  mène  une  parallèle  à  A'C;  dans  le  triangle  rec- 
tangle ADC,  on  a 

Âc'—  Âd'=  (A'B'  +  B'C'}', 
ou 

0)  AC  — ÂD— Â^''— B^''=2A'B'XB'C'. 

Par  les  points  A  ei  C,  je  mène  des  parallèles  à  A'C  et 
dans  les  triangles  ABF,  BEC  ainsi  formés,  on  a 

AF     ou     A'B'  =  c'—  (p  — a}', 


Je  porte  dans  {1)  ces  valeurs  de  A'B'  et  B'C  et  je  rem- 
place AC  et  AD  par  leur  valeur,  on  a 

t._(a_Y)>_[^._(p_  „)']_[„>- (p_y).]^2A'B'XB'C', 
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OD,  toute  r&lnciîoD  faîte, 

On  remarque  ici  que  (^'H-  «y —  P«  —  (3y)  est  égal  au  pro- 
duit (^  —  a)  (|3  — y).  Je  remplace  maintenant  dans  l'es- 
pression  (Ie4S*,  aA'B'xB'C  par  sa  valeur  trouvée  et  je 
remplace  B'C,  A'  &  par  leur  valeur,  on  obtient 

4S'=  (?-«)'[«'  -  (p-7n  +  (p-,).tc'-(p-  a)'] 

-+-(P-«)(P -7}  [*'-"■- '^  +  2fp-")(p-ï)]. 
OU 

En  eflectuant  les  calculs  et  les  réductions  et  disposant  les 
tenues  conveuablcmeat,  on  arrive  à  la  relation 

a'a'-t-6'P'+C7'  — (a'+é'  — <^)«P— (i'  +  c'  — a')P7 
_  (a'  4-  e»  _  6»)  07  =  4  S'. 

c.  Q.  r.   D. 


RAÏOIiS  DE  COURBURK. 

TruTcr  l'^iitiii  de  li  ttirbt  lellt,  q«  ses  njm  it  ceiritire  stitit 

ni  d'il  ptiil  deii£  uis  n  ugle  doui; 

Pia  M.  H.  LECOCQ, 

LiceDcU  è«  SciencssmalhéniRtiquei,  Maître  répétiUnr  an  Ijcée 

Lonia-le-Grand. 

En  prenant  le  point  donné  pour  origine  des  coordon- 
née» et  désignant  par  x,y,  r,  0  les  coordonnées  rectangu- 
laires et  polaires,  on  a 
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D'an  autre  c6lé,  le  rayon  Tecteur  mené  de  l'origine  au 
centre  de  courbure  fait  avec  l'axe  des  x  un  angle  u  dont 
la  tangente  est  le  rapport  de  l'ordonnée  à  l'abscisse  de  ce 
centre,  savoir  . 


tangiB=- 


donc  avoir,  en  appelant  K  la  tangente  de  l'angle  donné, 

K  =  Ung{«  — 9), 

oe  qui  conduit  à  l'équation  difTéreulielle  du  deusiëme 
ordre 

î(^'-l-r') -!-(•  + />')(/-/>■=) 

Cette  équation  étant  bomogène  par  rapport  à  x,  y,  (£r, 
df,  d'jr,  on  sait  que  si  l'on  pose 

y  =  ttx,        dyi=pdjty        d'y^  —  dx', 

X  et  dx  disparaissent  :  on  obtient  en  effet  par  ces  sub- 
stitutions 

ii)K[Qii+u^)  +  {,+p')[u-p)\=.(i+p'){i+pu}; 

on  sait  aussi  qu'alors  on  doit  avoir 


(») 


_^ Kdp(\  +  u>] 


"Q      [m.p')(i+pu)  +  K{,+p')[p->'y 
or  si  l'on  pose  encore 

p  =  tangf,     u  =  tangO, 
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d'où  l'on  lire 

dp=  — l~  =  df{i-hp'),     du  =  — -  =de(i  4-b'), 

l'équation  (a)  se  transformera  finalement  dans  )' équa- 
tion 

(3)  de=Ittan6(T  — e).rf(7  — 8). 

En  intégrant,  on  en  tire 

9  — 

—  g^=Lv'A«»(f— e), 

A  désignant  une  constante  arbitraire. 

Passant  aux  exponentielles  et  développant  le  cosinus 
en  se  servant  des  relations 


««•=-;-)      cos9=:-» 
OD  trouve  facilement 


/±^SJ  k'Â- 


r  /      ae  H-  ï' 

ii  l'on  a  posé 

L'4quation  cherchée  se  trouvera  en  intégrant  de  nou- 
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.  On  obdent  ainsi 


\f^u 


L.Br=Earclang 

B  étant  une  seconde  constante  arbitraire. 
On  peat  remarquer  que  la  formule 


^=\/J^=. 


donne  la  tangente  trigonométrîquc  de  l'angle  que  faitU 
tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  avec  te 
rayou  vecteur  de  ce  point. 

Si  l'on  suppose  K  =  o,  on  en  conclut  i/r=:a  ou 
r  =  constante.  C'est-à-dire  que  la  courbe  se  réduit  à  une 
circonférence  dont  le  point  de  vue  est  le  centre.  De  ce 
point  ou  voit  en  effet  les  différents  rayons  sous  un  angle 
nul.  La  valeur  de  z  est  infinie,  car  la  tangente  est  per- 
pendiculaire à  l'extrémité  du  rayon. 

Si  l'on  suppose  K  =  oo  ,  l'équation  donne  pour  z  une 
valeur  constante,  propriété  qui  appartient  à  une  spirale 
logarithmique.  Dans  ce  cas  on  voit  que  tous  les  triangles 
qui  ont  pour  sommet  le  point  de  Vue  et  pour  base  le  rayon 
de  courbure  sont  tous  semblables  entre  eux,  car  ils  sont 
rectangles  et  ont  un  angle  aigu  égal  dont  la  tangente  est 

-  :  il  en  résulte  que  le  rayon  de  courbure  est  propor- 
tionnel au  rayon  vecteur, 

Eji  général,  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  « 
et  {3  seront 

q  I  4-Ke 


IV,  Google 


("89) 
en  se  servant  des  valeurs 

«+^ 

,   (.+  •■)(. 

+  E.).' 

Z'      *-j-.' 

'            K(^. 

-r>)' 

Les  valeurs  de  «  et  |3 

donueat 

«M 

|.+l!.')r. 

-(,+Kzr 

Or  2  n'éunt  fonction  que  de  ->  il   en  résulte  qu'entre 

les  deux  équaûons  précédentes  et  celle  de  ta  courbe ,  on 
peut  facilement  éliminer  x  et  y,  ce  qui  conduit  à  l'équa- 
tion de  la  développa  qui  est ,  en  appelant  y  l'angle  donné 
dont  la  tangente  est  K, 

i/    if'-'' 

=  K  arc  tang  y  AtT^  —  i . 

Le  valeur  générale  du  rayon  de  courbure  est 


I.  dé  Malirnul.,  t,  X^.  (  A. 
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PROPRlfiTfiS  BKS  TITRAÉBRS8  CtKJIlfiUfiS  »UIS  LES 

svnrACBs  nu  sbcokr  bigsi! 

et  stiitiol  de  la  laeslioi  524  (Fiire); 
P*i  M.  PAINVIN, 


1 .  Un  tétraèdre  est  «Ht  conjugué  lorsque  chacun  de  ses 
sommets  est  le  pôle  du  pUn  qui  passe  par  les  Irois  autres. 

Je  désignerai  par  M, ,  Mi  ^  Mi ,  M(  les  quatre  sommeU 
d'un  semblable  tétraèdre,  et  par  [xi,  y,,  z,),  (Xt,_^t,  2,) 
{Xt,yti  't)i  {^ti^(i  '•)  Imrs  coonkoniMes  irspeeiires. 
1°.  Surfaces  à  centre. 

2.  Prêtions,  par  exemple,  l'ellipaoïde 

a'      6'      c'      '  ' 
Posons 


Si  l'on  se  rappelle  que  l'équation  d'un  plan  passant  par 
les  trois  points  M,,  M,,  M^  peut  se  mettre  sous  la  forme 


y  j.   r.   r. 


qu'on  identifie  cette  équation  avec  celle  du  plan  polaire 
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du  point  M,,  savoir  : 


et  qu'on  opère  <)e  U  même  manière  pour  les  quatre  som- 
mets M,,  M,,  M,,  M,,  on  obtient  les  dou/.e  relatious  sui- 
vaotes 


RemarquoDS  tout  de  suite  que  D  est  égal  à  six  fois  le 
volume  du  bJtraèdt-e  M,  M,  M,  M4  ;  D,  à  six  fois  le  volume 
du  tétraèdre  OM,M,  M^;  D*  à  six  fois  le  volume  de 
OM,M(M,,  etc.;  O  est  le  centre  de  l'ellipsoïde. 

3.  Les  formules  bien  connues  du  développement  d'un 
déterminant  au  moyen  de  ses  déterminants  dérivés,  ap- 
pliquées au  déterminant  D,  en  ayant  é-gard  aux  relations 


m-' 

lous  conduisent  aux  égalités  suivantes: 

«) 

D.  -H  D,  +  D,  -H  D,  =  D  ; 

1  D,  j.;-(-D,j-j  +  Dj.i:;-t-D.j-;  4«'D  =  o 

(5) 

.  D,j-;  +  D,j;-HD,7;  +  D.j';  +  6'D  =  o 

(  D, *;-(-D,;;-hD,s;-+-D. î;  +  c'I)  =  o 

/    D  x,jr,  +  D-,x,jr,  +  D,^ijr,  +  ]3,x,r,  =  i 

(6) 

1   D,x,  e,  +  D,jr,i, -t- DjXjïi-H  D.jr,  »,  =  i 

(  D,j'.s,-l-D,/,ï,-f-D,^,ï,-i-D.j.z,=. 

=  i,a.  3,4; 
.'-,3,4;      r 
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Les  six  (leniiôrcs  lel.iiions  (8)  sont  suflisanles  pour 
eiprimer  que  1c  («Iraèdrc  M,  M,  M,  Mi  est  conjugué;  c;ir 
elles  indiquent  que  li;  plan  polaire  d'un  quelconque  de  ses 
sommets  passe  par  les  trois  autres. 

4.  Oicrchous  maintenant  l'équalion  de  la  sphère  cir- 
conscrite au  tétraèdre  en  question.  Si, 

éunt  l'équalion  de  cette  sphère,  ou  exprime  qu'elle  passe 
par  les  quatre  sommets,  l'éliminai  ion  de  m,  n,  p,  q 
entre  les  cinq  équations  obtenues  nous  donnera  pour  l'c- 
quation  de  la  sphère  circonscrite 


on  a  pose 


\    '?  = 


:0M,  =.r;+j.M 

1  =  1,1,  3,  4. 


On  voit  facilement  qu'en  représentant  par  X,  Y,  Z  les 
coordonnées  du  centre  de  la  sphère  et  par  L*  le  carré  de 
la  tangente  menée  de  l'origine  à  celte  sphâre,  on  a  tes  re- 
lations suivantes  : 


2DX  = 


,  f/n 


(•■) 


,  rfD  ,./D  ,rfD 
,  tlD  ,  rfD  ,  rfD 
,  rfD         ,rfp 


'  i/i, 


-;d, 


-;d.. 
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5.  Les  formules  que  je  viens  d'établir  [KrmetteBt  de 
constater  de  nombreuses  propriétés  relatives  aux  tétraè- 
dres conjugués.  }e  signalerai  les  suivantes. 

Les  ^alités  (5),  ajoutées  membre  à  membre,  donnent 
(12)  D,r;  +  D,r;  +  D,r;-l-D.r;  +  D{a'+A'-*-c')  =  o. 
D'où 

Théokéhe  I.  Désignant  par  V  le  volume  tl'im  té- 
traèdre conjugué  Ml  Mf  M)  Mi,  par  V,  celui  de 
OM,  M|  M( ,  par  V,  celui  de  OM,  M(  M, ,  etc.,  on  aura 
entre  ces  volumes  la  relation  constante 


V(rt'-f-6'  +  c')  =  V,.( 
Les  volumes  V„  V, 
signe   tel,  que  It 
centre  de  l'ellipsoïde. 

6.  Le  détei-minani  D  peut  s'^ 
suivantes  : 


V,.OM,  +  V,.OM,  +  V,.OM.. 

Vi  doivent  èlre  afTeciés  d'un 
t  ^ale  V(4);  O  est  le 

crire  des  deux  manière* 


Effectuons  par  colonnes  la  multiplication  de  ces  deux  dc- 
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(«rminanls;  en  faisant  iaterTenir  lc>  rtUations  (7)  et  (8), 
on  trouve 


D,D,D,D. 
On  en  conclut  que 

Théouéme  n.  Eiilre  les  volumes  V,  V,,  V„  V„  V,  el 
le  tétraèdre  construit  sur  les  axes  de  Vellipsoïde,  on  a  la 
relation  constante 

ViV.ViV.  _  (abcy 

V       -  ['è-j  ■ 

7.  Eu  égard  à  la  relation  (12),  la  dernière  des  égali- 
tés (11)  nous  donne 

d'où 

Théorème  III.  Le  carré  de  la  tangente  menée  du 
centre  de  l'ellipsoïde  à  la  sphère  circonsciite  à  un  té- 
traèdre conjugué  quelconque  est  constante  et  égale  à 

(a'+b'-i-c'). 

C'est  la  généralisation  du  beau  théorème  énoncé  par 
M.  Faure  sur  les  coniques  {p.  234)  (*)■ 

8.  Si  l'on  multiplie  les  égalités  (11)  par  J",,  j,,  r,,  1. 
respectivement,  et  qu'on  ajoute  les  résultats,  on  obtient 
los  quatre  relations  suivantes  : 

(  a(X:c,  +  T/,  +  Z»,)  =  r? -|-ff=  +  /.'  +  c', 
^'^'        1  ^  =  .,..3,4. 

Don 

Théobème  IV.  Si  l'on  se  doitnc  un  point  fixe,  Mt  par 
exemple,  les  centres  des  sphè.rcs  circonscrites  aux  létraè- 

(■)  Oriiriiiodc  loiit  cctnnail.     T«. 
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lires  conjugués  en  nombre  infini,  ayant  un  île  leurs  som- 
mels  au  point  fixe,  seront  constamment  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  0M(  et  à  une  distance  de  l'origine 
égale  à 

2  oh; 

a".  Surfaces  dénuées  de  centi'e. 

9.  Prenons,  par  csumple,  le  paraboloïde  e)lipti(|ue 

/»       î  ~    ' 

Conservant  loujoursles  notations  (i),  (a),  les  conditions 
qni  expriment  que  le  tétraèdre  M,MiMtM4  est  conju- 
gué pourront  s'écrire 

^        '    V  ''*'  dTr  p    dx*       dZr  q    H.T,r 

r=l,  2,3,4. 

_  rfD    rfD    dD    dVi  , 

Kemarquons  encore  que-;—)  -;— i  -;-  i  -r-  représentent 

^  ^        dr.,     tlx,    ilr.i     tir,       ' 

le  'louble  de  la  projection  sur  le  plan  des  xy  <les  triangles 
M.  M,  M, ,  M,  Mt  M„  Ml  M,  M„  M.  M,  M,. 

10.  Les  formules  relatives  aux  déterminants,  combi- 
nées avec  les  relations  (t5),  nous  donneront  ici 

_,  rfD       rfD      ilD       rfD 


•  dx. 

—  «, 

'•■lY. 

+  /-D 

= 

,  rfD 

-I-7D 

= 
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=  1, 1,  3,4i 


(.8)     = 


(■9)   ' 


{») 


If.  1^1  égalité  {^'))-\  ajouiëes  membre  à  membre,  cod- 
duiseDt  k 

D'où 

THÉoRÊifE  V.  Désignant  par  V  /e  volume  d'im  té- 
traèdre conjugué  MiM|M,M(,  par  S„  St,  S),  S(  lei 
projections^  sur  le  plan  des  yz,  des  faces  MtMiM», 
MtMiM],  M(M,M|,  M|HtM,,  on  a  atlre  ces  quanti- 
tés la  relation  constante 

3(/h-9)v+s,.om,Vs,.5m,Vs..ôm'+s,.ôm,'=o. 

Les  surfaces  Si,  S„  S,,  S,  doivenl  èire  affectées  de  si- 
gnes tels,  que  leiur  somme  soit  nulle  (i6). 

\t.  Le  déterminant  D  peut  encore  s'écrire  sous  les 
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deux  formes  suivaiiies  : 


T)=^p^ 


~D=^ 


{  297  ) 

^      Zi  Zi  Zi 

•^     "/p  >/p  >/p 

Il      Ij.  ^  Jl 

^        -/q  </q  </q 


— -r.    — j-.    —  ,r.    —  .r. 
v'?      v^      ^      y[p 

v'î      V?      v7     v'ï 


Effectuant,  par  colonDes,  la  multiplication  de  ces  deux 
délerminanU  et  faisant  intervenir  les  relations  (19)  et 
(30),  on  trouve 


'^'rfD  rfp  rfp  dl> 
dx,   djc,  rfjTj  (/j. 

On  en  conclut  que 

Tbëobèiie  \I.  Entre  le  volume  V  et  les  surfaces  Si, 
St,  Si,  Si,  on  a  la  relation  constante 


13.  La  première  des  relations  (11)  comparée  avec  la 
relation  (ai)  nous  donne 
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D'où 

TbéorêMb  VII.  Le  centre  de  la  sphèiv  circonscrite  à 
un  tétraèiii-e  conjugué  quelconque  est  constamment  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  surface  et  à  une 
dislance  du  sommet  égale  à 


nS  fiOMMHNtlS  rABABeLI«lJES 

fl  if-  leir  ifpliulioi  i  li  flétrie  in  pinkaleTltt  (*}  ; 

pAK  M.  C-Alph.  VALSON, 
Profeaienr  h  In  Fnculté  dm  Science*  de  Crcnohle. 


T'ai  essayé  précédcmmGiit  de  faire  une  lliéorie  (jéiRTalr 
de  rellîpsoïdi;  et  des  figures  qu'on  peut  tracer  à  sa  sui^ 
face,  en  partant  des  mëdiodes  de  M.  Lame  relatives  anx 
coflt^onuées  elliptiques.  C'est  l'objet  d'une  thèse  éditéo 
chrz  M.  Mallet-Baehelier  eu  i854i  et  dont  II  a  élé  rendu 
compte  dans  les  Nom'rllcs  Annnlf.s  [voir  année  iSSg. 
p.  46  du  Journal  et  p.  lo  du  Bidlelin  bibliographique). 

Je  me  propose,  dans  ce  nouveau  travail,  d'éteadre 
les  niénics  reclici'clies  aux  suifaees  du  second  degré  dé- 
nuées du  centre  et  en  particulier  au  paraboloïde  elli|> 
tiquc. 


Cj  I^  calent  dlITërenliel  Tait  partie  de  l'ente  ignemeDl  de*  lyct**  sons  le 
nom  de  drriviei  el  de  limite.  Le  nom  ne  fiit  rien  k  l'ilTilre.  Ainii  ce  Mé- 
moire est  ■  )■  portée  de*  élËrea  de*  lycéesi  eiceplé  ce  qui  coneeme  lt> 
lÎGnei!  [;éod69iqne*i  inaia  cette  partie  l'ndroue  aux  élève*  de  l'École  Normalr 
et  de  l'Ërole  Poljr technique,  el  il  n'y  a  pa«  de  proresscur  qni  ignore  lo  tra- 
vaux de  MM.  Lamé,  l.iautille.  tterlrand.  Honnet  nor  cette  géomcirie  <in 
'nrtncc*  ,Ml»«i-tii  mpérUure.  { JVoi.-  iu  Réd^cirm.  ; 
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I. 
Des  parabùloïdes  orthogonaux. 

Coi)si<lérniis  le  sysièmc  drrs  trois  équations 


dans  l(.'s<]uellcs  e  conserve  uue  valeur  tïxe  et  où  l'on 
donoe  ans  variables  u,  v,  \v  tomes  les  valeurs  possibles, 
pourvu  toutefois  que  u  reste  toujours  supérieur  à  c  et  que 
wlui  soit  au  contraire  toujours  inférieur. 

On  vérifie  facilement  que  ces  trois  équations  appar- 
tiennent à  trois  séries  de  paraboloïdes  dont  les  deux  pre- 
miers sont  elliptiques  et  le  troisième  hyperbolique,  et  de 
plus  que  ces  surfaces  sont  orthogonales.  I.'équaiion  qui 
exprime,  par  exemple,  que  les  deux  premières  surfaces  se 
rencontrent  à  angle  droit  est 

et  elle  se  déduit  immédiateoient  des  deux  équations  de  ces 
surfaces  en  les  ajoutant  et  supprimant  le  facteur  commun 

Ce  système  est  analogue  à  certaines  surfaces  orthogo- 
nales du  second  degré  douées  de  centre  qui  constituent 
la  base  de  la  méthode  des  cooitionnées  elliptiques.  Dans 
le  cas  actuel,  on  aura  à  considérer  ce  qu'on  peut  appeler 
les  coordonnées  paraboliques  dont  je  vais  examiner  les 
principales  propriétés. 
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Des  coordonnées  paraboliques. 

On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  qu'en  un  point  M  de 
l'espace  on  peut  faire  passer  trois  paraboloïdes  orthogo- 
naux. Réciproquement,  ce  point  pourra  être  considéré 
comme  déterminé  au  moyen  de  ces  trois  paraboloïdes, 
ou  bien  analytiquemcnt  au  moyen  des  trois  variables  n, 
c,  U'qui  les  caractérisent;  ces  Iroïs  variables  seront  les 
coordonnées  paraboliques  du  point. 

Cela  posé,  occupons-nous  d'abord  d'exprimer  les  coor- 
données rcctîlignes  x,  y,  z  du  point  M  en  fonction  de  ses 
coordonnées  paraboliques  u,  v,  yv.  On  remarquera  que 
les  trois  équations  (i)  se  déduisent  de  la  première  ea 
changeant  u  en  —  v  dans  la  seconde  et  en  +  w  dans  la 
troisième.  L'équation  en  u  peut  être  mise  ensuite  sous  la 
forme  (■*) 

«'  -{-  «'(a*  —  e)  —  «  (2M  +  j-'  +  *>)  -f-  e/'  =  o. 

Si  l'on  y  regarde  x,  y,  z  comme  connus,  ses  trois  ra- 
cines seront  u,  —  t-,  — iv,  et  on  en  conclura 


d'où 


c  H-  w  =  *■  - 
(me  =  rr". 


Ou  aura  ensuite  sans  difficulté 

î  v'e  =  v'k  —  c  ^o-t-e  4"  —  <*'■ 
On  a  en  définitive  les  trois  formules  de  Irausforini- 

(■]  Voir  Itoaicllci  A»naUi,  t.  V,  p^l64. 
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-,.^- 


Voici  quelques  formules  qui  s'en  déduisent.  On  a  (in 
diff^rentiant 


ïv.—.. 


Si  l'on  fait  varier  séparécnent  »,  v,  w,  on  en  déduira 
les  difïérenlielles  des  Iroîs  lignes  de  courbure  qui  résul-. 
tcnt  des  intersections  des  surfaces  prises  deux  à  deux;  il 
suffira  d'ajouter  les  carrés  des  valeurs  prëcédenies  où  l'on 
conserve  successivement  les  termes  qui  contiennent  (/u, 
f/c,  ilwy  ou  aura 


^..^ir^e 


(4) 


■  dv  =  Vffv, 


I     tlS^=  — rfn.—   w./»-. 

Pour  un  arc  de  courbe  quelconque  dans  l'espace,  on  aura 
(5)    di'=(^ll-{-dsl  +  dtl.  =  \i'dll^^V'dv'+^N'div\ 
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m. 

Des  ombilics  et  des  sections  circulaires. 

On  sait  que  le  paraboloïde  elliptique  a  deux  ombiUci 
situés  dans  le  plan  zOa;  de  la  parabole  de  moindre  para- 
mèlrc  en  deax  points  symétriques  où  la  tangente  à  U 
courbe  fait  avec  Taxe  des  x  un  angle  détini  par  la  rela- 
tion 

(6)  range  =l/^^'. 

Soit  F  un  de  ces  points,  FT  la  tangente,  FN  la  normale, 


FP  la  coordonnée  z.  La  parabole  SF  a  pour  équation 


un  aura 

NP       a  —  e 
lange  =  UngFTN  =  tangHFP=— =  — p-j 

et  à  cause  de  la  valeur  précédente  de  tangd,  on  aura  pour 

l'ombilic 

(■,)  FP  =  >/e(u~c). 

Il  sera  encore  utile,  par  la  suite,  de  remarquer  que  la 
même  figure  donne  pour  la  normale 


(«) 


\  =î  FN  =  - 


FP 


:v'M^ 


^J. 
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Cl  pour  l'abscisse  d«  l'ombilic 

(9)  -'  =  0P=^'- 

Ainsi  les  coordoonéesde  l'ombilic  seront 


(,0)  X=-__,        J.  =  0,        ,=  »/«(„-^). 

Si  l'on  remoùteaux  valeurs  de ^  et  de  z  (3),  on  enron- 
clura,  en  les  identifiant  aux  valeurs  précédentes,  que 
pour  les  ombilics  on  a 


Enfin  nous  aurons  à  considérer  une  splière  ayant  |k>ui- 
reutre  le  pied  v  de  la  normale  à  l'ombilic  et  pour  ra3on 
cette  normale  elle-même.  On  peut  encore  la  définir  i-n 
disant  qu'elle  est  tangente  au  paraboloïde  en  ses  deux 
ombilics.  Nous  conviendrons  de  l'appeler  sphère  focale, 
ce  qui  sera  justifié  par  ses  propriétés. 

Nous  rappellerons  encore  que  les  sections  circulaires 
du  paraboloïde  sont  parallèles  «n  plan  tangent  de  la  sur- 
face à  l'ombilic. 

IV. 
De  la  cCurbiire  tiu  /jaraboloït/e  elliptique. 

Nous  commencerons  l'étude  du  paraboloïde  par  les 
propriétés  relatives  à  sa  courbuie. 

Soient 

jy^r  +  7(z->)  =  o, 

les  équations  d'une  normale,  et 
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les  à|aaiion3  de  la  normale  infiniment  voisine  quand  on 
se  déplace  suivant  la  ligne  de  courbure  w  =  constante. 
On  trouvera  sans  difficulté 


y/u-. 

l/.-o. 

dp__ 

fe..j7:r-. 

La  première  des  équations  (la)  devient  alors 


on  en  déduira  Z  —  z\  on  aura  de  même  X  —  x,  Y  - 
ce  qui  donne  le  système 


(.3) 


où  x,y,  z  désignent  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la 
surface  et  X,  Y,  Z  celles  du  centre  de  courbure  correspon- 
dant. Par  l'élimination  de  x,  y,  z,  on  trouvera 


C'4) 


Pour  le  rayon  de'courbure  lui-même  ou  aura 


,/,-». 
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on  trouvera 


.+.)' 

.^— . 

v^.» 

«-t 

«-«.) 

'.v^Ti 

V". 

/«-, 

on  ea  conclura  la  valeur  de  R.,  on  aura  de  même  la  va- 
leur du  «econd  rayon  de  courbure  R„)  c'eat-à-dire 


(,5) 


K  l'on  voulait  avoir  le  lieu  des  centres  de  courbure,  il 
suffirait  d'éliminer  v  et  w  des  équations  (i4),cequi  se  fe- 
rait sans  difficulté.  Mais  il  sera  plus  simple  de  définir 
cette  nappe  de  courbure  par  deux  séries  de  lignes  dont 
les  unes  correspoudent  à  c  =  constante  et  les  autres  à 
w  =  constante,  c'est-à-dire  aux  deux  systâmes  des  lignes 
de  courbure  du  paraboloïde. 

Si  l'on  élimine  w.  on  trouve 


équations  qui  expriment  que  les  lignes  de  la  nappe  de 
courbure  qui  correspondent  à  l'hypothèse  y  =  constante, 
résultent  de  l'intersection  de  deux  paraboloïdes  ayant 
même  axe  que  le  paraboloïde  proposé.  De  plus,  en  élimi- 
nant successivement  X,  Y,  Z,  on  recoonait  que  ces  cour- 
bes se  projettent  suivant  des  ellipses  sur  le  plan  des  ÏZ 
et  suivant  des  paraboles  sur  les  deux  autres  plans. 

Si  au  contraire  onélimiuei' des  équations  (i4),  on  aura 

An«.4eMiXtUm.,K.  XIX.  (Aoilt  iS6o.)  20 
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les  trois  équations 


3[îi!irL£)J,zî  =  ,x-» 


qui  expriment  que  les  projections  des  ligues  du  second 
système  seront  des  développées  d'hyperbole  sur  le  plan 
des  YZ  et  des  développées  de  paraboles  sur  les  dcus 
autres  plans. 

Au  sujet  des  rayous  de  courbure,  on  peut  remarquer 
que  l'on  a 
/,R1  ^'-   ("  +  ")'  «^  _("-"■)' 

D'où  l'on  conclut  que  le  premi«-  rapport  reste  constant 
tout  le  long  d'une  même  ligne  de  courbure  f  =:consUnie, 
et  le  second  tout  le  long  d'une  ligne  de  courbure  if^coD- 
stante.  Cette  relation,  qui  a  été  démontrée  par  M.  Ossian 
BoDQet  pour  les  surfaces  du  second  degré  à  centre,  se 
conserve  donc  pour  les  paraboloïdes. 


HeESTItltS. 

â3â.  Si  deux  polygones,  ■"sont  semblables,  a"  ont 
les  calés  homologues  parallèles,  3°  ont  les  intervalles 
entre  les  côtés  homologues  égaux,  ces  deux  polygones 
sont  circonicriptibles  à  des  cercles.  (Bobsoni.) 

536.  Quel  est  le  minimum  de  matière  pour  construire 
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un  vue  cylindiique  tlioit  dont  on  duiine  :  i°  l'ëpaisGeur 
uniforme  du  {aadi,  a°  l'épaisseur  uniforme  de  la  partie 
latérale;  3°  la  capacité;  4°  l'aire  de  la  paroi  intérieure; 
5°  l'aire  de  la  paroi  eKtcrieure;  6°  eufin  une  section  faîte 
paralléleuent  au  fond,  et  semblabltt  à  une  figure  plane 
donnée  i*  (Burdohi.) 

537.   Discuter   la  surface  donnée   par  l'équation  po- 
laire 

p'[3sin'ecos'|-Hv(i  +  f*)sin'e  -  i]  =  ita\ 

surface  à  centre;  trouver  les  longueurs  des  trois  axes; 
démontrer  qu'aux  valeurs 


'■""V  =  +'(■-+-(.)' 


répond  un  point  singulier  de  la  surface,  tel,  que  le  sys- 
tème de  plans  tangents  qu'on  peut  mener  par  ce  point 
forme  un  cône  du  second  degré  tjui  devient  de  révolution 
lorsque  y  =  o. 

Nota.  Extrait  d'un  Mémoire  de  haute  importance  sur 
les  atmosphères  planétaires,  et  partie uliirement  sur  les 
atmosphères  cométaires.  Les  professeurs  y  trouveront 
d'instructiffl  exercices  sur  la  discussion  des  équations.  Le 
savant  professeur  de  la  Faculté  de  Montpellier  démontre 
qu'on  ne  peut  expliquer  l'existence  d'une  queue  unique 
opposée  au  Soleil  qu'en  admetunt  dans  la  phoronomie 
céleste  une  nouvelle  force,  wae  force  répulsive,  déjà  soup- 
çonnée par  Hewton,  et  qui  paraît  devoir  être  confirmée 
de  nos  jours . 

S;j8.  Discuter  la  cubique  donnée  par  l'équation 
\oia.   Extrait  d'un  Mémoire  du  même  profond  aria- 
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lyste  sur  la  loi  de  la  pesanteur  dans  l'intéiieur  de  la  terre; 
y  est  la  pesanteur  correspondant  au  rayon  x,  et  p  la  pe- 
santeur à  la  surface  où  x  ^  i . 

M.  Edouard  Roche  signale  (p.  9)  une  erreur  échappée 
à  Poînsot,  dans  son  Mémoire  sur  la  théorie  des  cônes  cir- 
culaires, 11°  34- 

539.  Trouver  l'ëquaiion  d'une  courbe  qui  représente 
les  trois  folioles  égales  du  Trifolium  pratense.  Chaque 
foliole  est  partagée  symétrique  ment  par  une  droite  qui 
aboutit  vers  l'intérieur  à  un  point  de  rebrous  se  ment,  ei 
à  l'extérieur  à  un  point  d'iuflexion.  Les  trois  droites  for- 
mant entre  elles  des  angles  de  1  ao  degrés  se  réunissent  (*) 
au  même  point  du  pédoncule. 

IDENTITÉ 

At  itÊi  tipressitii  ia  rcstt  it  U  série  Je  Tajitr; 

D'APiès  CnH.  JURGENSE!N. 

[Chelle,  I.  XVII,  p.  391.) 

1°  Lagrange.  On  a 

où  R  est  une  fonction  dn  2  et  de  x  qui  devient  nulle  en 
faisant  z  ^  x. 

DifiTérentiant  par  rapport  à  x,  et  intégrant  dans  les  li- 
mites de  2  à  X,  il  vient 


— X' 


f^"^'^~3^'''- 
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a"  Ampère. 

DifléreDlîant  par  rapport  à  :■:,  jusqu'à  l'ordre  n,  il  vient 
successivement 

f   o=/'4;+P'(s-j}-P, 

\   0=/''^  +  P"(s  — i)  — 2?', 

[a)  \  o=/-x+P-(«_  .-)  — 3P', 


1    0=/l-)4.+  P<-)(l-x)- 

flPC-'l. 

Ëliminant  les  »  quantités  P,  V,  P", 

.  ...P'- 

M  +1  équations,  il  Tient 

/W=/W +/',.,  -X+/-X. 

1.2 

(— :r)-          PCI  (s 

-.;»■ 

*-''■, .a. 3...»+     .... 

.3...-. 

On  a  donc  ici 

«  =  ^^'- 

[Annalei  <fe  Gergonne,  t.  XVII,  p.  317.) 

Celle  expression  est  aussi  celle  de  M.  Cauchy  (Moi- 

gno,  Calctd  différentiel,  p.  69). 

DiSiéreniiant  la  dernière  des  équations  (a)  par  rapport 

à  ;c,  on  a 

o=/(«-)x+  PC+i){ï_  *}  -  {«  4-  i}Pt"  ; 

multipliant  celte  équation  par  (z  —  x)",  elle   peut  se 
mettre  sous  la  forme 
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intégrant,  oti  a 


/:■ 


1.2.3, ..«     " 


Dmic  l'expresNon  d'Ampère  est  identique  avec  rellr  df 
Lag range . 


NOTR  SUR  LA  DIFFÉRIOiCE  BE  BEIX  PlilSSANCBS 
CtNSRClTIVKS; 


M.  A.  TRONSENS, 

:e  du  lycén  de  Doniii. 


1 .  La  différence  de  deux  carrés  consécutifs  est  égale  à 
la  somme  des  deux  racines. 

2.  La  différence  de  deux  cubes  consécutifs  est  égale  à 
la  somme  arithmétique  d'une  suite  de  termes  de  la  pro- 
gression arithmétique  6,  13»  i8,  a4)  ^"^-i  augmeutér 
d'une  uniié. 

3.  La  différence  de  deux  quatrièmes  puissances  coosé- 
cutivcs  (n  +  ])'  — n^  est  égale  À  la  somme  de  la  suite  des 
nombres  consécutifs 


Le  nombre  des  termes  est  3  m  4-  i ,  car 

(«.  +  ,)._„.  =  (2  „  +  ,)(a„>  +  2«+,). 

Soitxle  premier  termed'une  progression  arithmétique-. 
1  la  raison  et  3  ri  +  i  le  nombre  de  termes  ;  la  somme 
sera  (x  ~H  ")  {aw  H-i)  ;  pour  que  cette  somme  soit  égale 
à  la  ditlcrenco  de  deux  quatrièmes  puissances,  il  suffit  de 
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faire 

4.  Il  existe  uDe  infinité  de  progressions  aritbniéiiques 
dont  la  somme  est  ^ale  à  (i  +  ny,  p  étant  un  entier 
positif. 

MWIUK  SOUK  BU  RESTE  BE  LA  SÉRIE  SE  TAYLOIt 

l.orrp.»o«)i 

D'iFKis  M.  E.  ROCBE, 
Professeur  à  MoDipellier. 

i.  Lemtne.  Lorsque  la  dérivée  d'une  fonction  par  rap- 
port À  une  variable  reste  constammeni  positive  ponr 
toutes  les  valeurs  comprises  entre  deu^  limites,  la  fonc- 
tion primitive  va  en  croissaut  depuis  la  petite  jusqu'à  la 
grande  limite. 

2.  R  désignant  le  reste  de  la  série  de  Taylor,  on  a,  en 
s'arrêtant  au  n'*"*  terme, 

faisons  jc  +  &  =  2,  on  a 

""  "''/■(■^); 


deU 

dK  __       Jt 

!.3. 

Reii'auchant  de  cette  équation  l'identité 
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OÙ  C  est  use  constante  quelconque,  on  obtient 


dx  \  i.a  3..   n./j  +  i/ 

Supposons  x<!^z;p<aa  nombre  positif  ne  surpassant 
pas  n,  et/t**V«  resUni  conUnuedaus  l'intervalle  de  x  à 
z  ;  dès  lors 

reste  continue  dans  le  même  intervalle. 

Désignons  par  M  la  plus  grande  valeur  que  prend  cette 
fonction  7  (x)  dans  cet  intervalle. 

Prenons 

C  =  M; 

M  —  9  (x)  reste  donc  constamment  positif;  donc,d'après 
le  lemme,  la  fonction  primitive 


va  toujours  en  croissant  depuis  x  jusqu'à  z 
Mais  lorsque  x  =  z ,  on  a 


et  par  conséquent  if  {x)=  o,  et  puisque  ^  (x)  va  en  crois- 
sant, il  fantdonc  que  les  valeursdei|'  (x)  soient n^atives. 
On  a  donc  dans  l'intervalle  de  x  à  z 


Désignons  maintenant  par  m  la  plus  petite  valeur  de  o(x), 
croissant  de  x  à  z\  le  même  genre  de  rùsonnemeal  con- 
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dairait  k  l'io^litë 


^>- 


I.3.3...B   ^+1 

n  exisie  donc  entre  M  el  m  une  valenr  întermëdiaire  N 
de  f  (x),  correspondant  à  une  Taleur  intermédiaire  entre 
X  et  2,  telle  que 

La  valeur  intermédiaire  entre  x  et  z  est  ^ate  à 
x  +  S(z  —  x),  où  fi  est  une  fraction,  un  nombre  compris 
entre  o  et  i  -,  on  a  donc 

K  =  [z-x-ll(z-x)f~F/l'*-)[:c-i.ll(z-x)] 

donc 

H=  ^    i'~^^!^,  (g-:gJ^f(t-e)'~^/"*"[^+S(»-^)]. 

Posons 

A  =  î  — a;; 
on  A  est  positif,  on  a 

telle  est  la  nouvelle  expression  de  R. 

On  arrive  au  m£me  résultat  en  supposant  x  |>  2  ;  et 
dès  lors  h  négatif. 

i.  Lorsque  n  =  o,  cette  formule  n'est  plus  applicable^ 
alors  on  a 
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l'etranchant  de  vcttc  équation  ridentîté 

il  vient 


Si  ^esl  positif(2  —  j;]~''<lcvieDtiDOni  lorsque  jc=:z; 
si  ;j  esl Dégatif,  c'est  (z — x}''qiii  devient  infini;  la  con- 
tinuité exige  donc  que  p  =  o  :  donc 

M  et  m  étant  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de 
/'{x)  dans  l'intervalle  de  X  à  2,  R  —  M(2 — x)  et 
R  —  m(z  —  x)  sont  de  signes  contraires;  donc 

R=(.-;r)/'[«+e(>-^)], 
OU 

K  =  b/'{x-hOh)- 

6  elh  comme  ci-dessus. 

3.  Si   l'on  fait  dans  (A)p  =  n,  et  ensuite  ^  =  0,  on 
obtient 

*«-'(l  —SI" 


i.a.3, 

Le  nombre  p  qui  entre  dans  la  formule  générale  pouvant 
prendre  toutes  les  valeurs  depuis  o  jusqu'à  n,  donne  des 
limites  plus  resserrées  que  celles  qui  sont  en  usage. 

hemai-que.  L'auteur  fait  observer  <[ue  ce  procédé  e*l 
analogue  à    celui   de    Sturm  {Couis  iTAnafyse,  I.  I, 
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p.  87)  ;  mais  il  donne  CDCore  un  second  procédé  fondé  snr 
le  calcul  intégral,  et  qui  a  déjà  été  employé  par  M.  Jur- 
gensen,  géomètie  danois  (p.  3o8). 

i.  Série  de  Maclaurin  (*) .  Faisant  x  =  o  et  remplaçant 
h  par  X,  ou  a 


A^)=/{o]+r/{oU 


1.2.3.. 


SILilTION  Dl  LA  QliSSTWN  191 


P*K  H.  J.-Ch.  DUPAIN, 

pTofesieur. 


L'énoncé  nous  semble  devoir  être  un  peu  modifié. 
Voici  DOS  notations  :  Par  un  point  P  de  la  surface  d'une 
sphère,  nous  menons  deux  arcs  d'un  quadrant  PA,  PB, 
perpendiculaires  entre  eux.  Soit  M  un  point  à  déter- 
miner; nous  traçons  l'arc  de  grand  cercle  AM  qui  inler- 
«pie  sur  PB  l'arc  PC^n;  nous  traçons  encore  l'arc  de 
grand  cercle  BM  qui  intercepte  sur  PA  l'arc  PD  =  {; 
enfin  nous  appelons  p  l'arc  PM  et  6  l'angle  MPA.  On 
peut  prendre  pour  coordonnées  du  point  M,  Ç  et  n,  ou  p 
et  d.  On  passe  d'ailleurs  d'un  système  à  l'autre  au  moyen 
des  formules 

taDg{=  inDgp.cosS,     tang>iE=  ungp.sinS. 

En  géométrie  plane  l'équation  d'une  droite  perpcndi- 

(')  M.  Houel,  le  ■avant  prareaseur  de  HordeBUX,  croîlque  la  formule .if- 
partient  a  Stirlini;.  A  eiaminer.  Qiiellr  ni  la  forme  du  reslo  pour  une  le- 
ne i^^-Jerirmr  a  |i)iisi«ilrs  *iriible>? 
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culaireà  l'axe  polaire  est 


et  l'Àjuation  de  l'hyperbole  équiUtère  qui  rencontre  l'axe 
polaire  est 


Sur  la  sphère,  l'équatioa  du  graud  cercle  perpeudicu- 
laire  à  PA  sera  Ç  =  consUnle,  ou 


l'équatioD  d'une  hyperbole  équilatère 
sera 

lang'E  —  tang'B  =  A     ou     tang'p  =  ^^^  • 

De  même  qu'on  passe  de  la  ligne  droite  à  l'hyperbole 
plane  en  doublant  l'angle  t  et  en  élevant  r  an  carré,  ain»! 
on  passe  du  grand  cercle  à  l'hyperbole  sphërique  en  dou- 
blant l'angle  9  et  en  élevant  tango  au  carré. 

Tel  est,  sauf  erreur,  ce  que  M.  Roberts  proposait  de 
faire  voir. 


SOLDTION  DS  LA  QIESTION  407 

(.oirl.X¥l,I..4«); 

f>*a  H.  E.  DE  JONQUIËBES. 

Lbhhe.  Étant  données,  sur  une  divile,  deux  séries 
da  segments  en  involution,  qui  se  correspondent  an/iar- 
moniquement,  û  existe  deux  segments  de  la  première 
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série  qui  sont  divisés  harmoniquement  par  ceux  qui  leur 
correspondent  dans  la  seconde  série. 
En  effet,  supposons  que  les  équations 

(i)  x'-\-aj:  +  b  =  o 


(a)  *'  +  A*  +  E  =  o 

aient  respect! vemeni  pour  racines  les  distances  des  points 
doubles  des  deui  involutions  proposées  à  une  origine  fixe 
prise  sur  la  droite  donnée-,  a,  b,  A,  B  sont  des  quantités 
connues;  les  équations  suivantes  : 

(3)  x'+a'x  +  —  —  b  =  o 


(4ï  x'^A'x  +  ~-B  =  o, 

dans  lesquelles  a'  et  A'  sont  deux  indéterminées,  pour- 
ront représenter  les  deun  séries  de  segments  en  inrolulion . 
Car  chaque  valeur  particulière  de  a'  détermine  un  seg- 
ment qui  est  divisé  harmoniquement  par  le  segment  fnce 
que  représente  l'équation  (i),  puisque  la  relation 

b-t-  I b\ ^o      (voir  Géom.  sup.,  h' 03,  p.  6i) 

est  satisfaite;  et  réciproquement,  chaque  s^mmi  delà 
première  involullon  détermine  une  valeur  de  a',  et  le 
même  raisonnement  s'applique  à  l'équation  (a).  Mais, 
d'après  l'énoncé,  les  segments  des  deux  séries  se  corres- 
pondent anharmoniquement  ;  donc  il  existe,  entre  les 
deux  variables  a' et  A',  une  relation  du  premier  degré  de 
la  forme 

«'A'-Hl.«'  +  fi.A'-l-ï  =  o; 
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et,  par  cooséqucnt,  l'équation  {4)  d«"ent,  en  y  substi- 
tuant celle  valeur  de  A', 

Pourquelesdeuxé({uatiou3(3)et  (5),quinecoDiîeiineut 
plus  qu'un  seul  paramètre  variable  a',  représentent  dcu\ 
segmeuts  en  rapport  haimotiique,  il  faut  qu'on  ail(Géoni. 

o'c£t-n-clire  une  équation  de  la  forme 


qui  donnera  pour  n'deux  valeurs  (réelles  ou  îmagiDaircs) 
auxquelles  correspondront,  dam  chaque  série,  deux  ser- 
ments satisfaLsant  à  la  question.  c.  Q.  r.  o. 

Thëobème.  Étant  données  deux  coniques  dans  un 
même  plan,  le  lieu  d'un  point  tel,  que  les  quatre  tan- 
gentes, menées  de  ce  point  aux  deux  coniques,  fonueni 
un  faisceau  harmonique  est  une  conique  (les  deux  lan- 
gentes  d'une  même  conique  étant  conjuguées  entre  elles 
dans  le  faisceau  harmonique)  (*). 

On  va  démontrer  qu'une  droite  quelconque  L  ne  coupe 
le  lieu  chei'ché  qu'en  deux  poinu. 

En  effet,  soit  T  l'une  des  tangentes  communes  aux  deux 
coniques.  Sï  un  point  a  se  meut  sur  L,  les  tangeutes  aux 
deux  coniques,  issues  de  ce  point,  marquent  sur  T  deux 
séries  de  segments  en  involution  (Géo»i.  sup.,  n^TUSj, 

(■)  Ëirldenl  pour  deux  cercles;  donc...    Tu. 
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el  les  stigmenis  de  la  preniièFe  série  corresponde» i  aahar- 
moiiiquemeut  n  ceux  de  la  seconde  séi*ie,  parce  que  les 
uns  el  les  autres  correspondeat  aux  points  a. 

Donc,  d'après  le  lemme,  il  y  a,  dans  chaque  série,  deux 
segments  qui  divisent  harmoniqueraent  leurs  hooiologties, 
et  par  suite  ity  a  sur  L  deux  points  ( réels  ou  imag'maires) 
qui  satisfont  à  la  question.  Donc  le  lieu  clierchée  est  une 
couique. 

Celte  conique  passe  par  les  buit  points  de  contact  des 
quatre  tangentes  communes  aux  deux  coniques.  Car,  pour 
chacun  d'eux,  les  deux  tangentes  à  l'une  des  coniques  se 
confondent  avec  l'une  de  celles  qu'on  peut  mener  de  ce 
point  à  l'autre  conique,  et,  par  conséquent,  ces  quatre 
tangentes,  dont  trois  sont  coïncidentes,  satisfont  à  ta  con- 
dition. Donc,  inversement,  ces  huit  points  de  contact  sont 
sur  une  même  conique,  comme  on  le  démontre  direcle- 
ment  (voir  Nouvelies  Annales,  t.  XV,  p.  c(4)- 

Ces  points  de  contact  peuvent  être  définis  d'une  ma- 
nière qui  donne  plus  de  généralité  à  l'énoncé  et  à  la  con- 
struction, en  disant  qu'ils  sont  les  points  d'intersection 
des  deux  conitiués  par  les  polaires  de  deux  centres  d'bo- 
molt^ie  conjugués,  prises  relativement  à  ces  deux  courbes 
respectivement. 

Le  théorème  qui  précède,  transformé  par  la  théorie  des 
figures  corrélatives,  devient  celui-ci  : 

L'envehppe  d'une  droite  mobile,  qui  coupe  deux 
coniques  données  en  qiuxtre  points  qui  sont  constam~ 
ment  en  rapport  harmonique,  est  une  conique^  et  celte 
conique  touche  les  huit  tangentes  qiion  peut  mener  aux 
deux  courbes  par  les  quatre  pâles  de  deux  de  leurs  axes 
de  symptose  conjugués,  ces  pôles  étant  pris  par  rapport 
aux  deux  coniques  rcspeciivement. 
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NOTE  SUR  LA  QUESTION  403 
ET  SUR  UNE  DECOMPOSITION  DE  CARRfiS 


La  aolmion  de  la  question  iOS,  lelle  qu'elle  est  donnée 
•(l,  XVII,  p.  igaci  193),  n'est  pas  un  cas  paniculier  delà 
formule  générale  indiquée  p.  1 93  ;  elle  est  comprise  dans 
U  formule  générale  suivante  : 

XTZUV..  RST 
Y2UV  ..  STX 
ZUV TXY 


...txy 


txyz  ■ . 
dans  laquelle  on  pose 

X  =  a;x'+r/  +  w 


Le  signe  qui  précède  le  déterminant  produit  e»t+, 
quand  l'ordre  n  du  déterminant  est  un  nombre  de  la 
forme  4/>■^-l  ou  de  la  forme  4/»+  ^\  "'  es*  — ,  quand» 
est  de  la  forme  4/^  +  3  ou  de  la  forme  ^p. 

La  formule  générale  indiquée  (p.  193)  doit  également 
porter  un  double  signe  devant  le  dèierminant  produit;  ce 
signe  est  + ,  quand  n  est  do  la  forme  4/)  ou  4/*  -H  '  j  '^ 
est  — ,  quand  n  est  de  la  forme  4^  +  2  ou  4/»  H-  3.  Dans 
le  cas  du  troisième  ordre,  la  formule  donne 
-J-=xz^yy'+zx',     Y=.rj;'+jr»'+a/,     Z=.rj'' +/*'+«'. 
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CequtfoumilUHedeuxîèiiutsolulîon  de  ta  question  405. 
Od  pourrait  se  deaiander  si  ta  qucsUon  n'en  adinct  pas 
encore  d'autres. 

Comme  nouvelle  applicaiioii  de  la  muttiplicatiou  des 
déterminanU ,  j'indiquerai  une  démunstratiou  de  ce  théo- 
rème ccniDU  {Algèbre  de  M.  RoucIië,  p.  i  a6)  :  Le  pro- 
duit de  deux  sommes  de  quatre  carrés  est  une  somme  de 
quatre  carrés. 

Le  polynôme  (0'+ i'  +  c*+ rf*)' peut  être  mis  sous 
la  forme  d'an  déterminant. 

Ona 


de  mètnc 


Le  produit  de  ces  deux  déterminants  peut  se  faire  de 
diverses  manières. 
En  faisant  le  produit  par  lignes,  et  posant 

A  =      ap  +  bq  -i- cr -i- ih ,     B  =  —  aç  +  ô/i  —  es  +  dr, 
C  =  —  ar+  es  -hep  —df,     D^  —  ns  ~  br  +cq  +  dp. 


on  trouve 


-rf.V(;,'  +  ,/'^H+.-)-  =  (A'- 


Si  l'on  fait  te  produit  par  colonnes,  on  obtient  une  autre 
il**,  âe  Mathém.,  t.  XIX.  (Septembre  1860.]  ai 
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somme  de  quatre  carrés;  les  valeurs  de  A,  B,  C,  D,  ont 
alors 

A,^  ap  +  bq  +  cr  +  ds,     R,=  bp  —  aq  — dr-\-ei, 
Ci  =  ep  ■*-  dq  —ar—bt,     D.^d^  —  eq  -(-  br — as, 

Od  obtiendra  une  troiaîème  décomposition  do  produit 
(a*  +  6*-t-c'+rf')  {p' -1- 9' 4- /^ 4-  ** )  en  one  somme dç 
quatre  carré»,  en  multipliant  par  lignes  et  colonnet  :  on 
peut  es  trouver  encore  beaucoup  d'autres,  par  exempte 
en  permutant,  dans  les  solniions  déjà  trouvées,  les  lettres 
a,  by  c,  d,  d'une  part,  les  lettres  ;>,  q,  r,  s  d'autre  part. 
Oo  peut  aussi  permuter  des  lignes  ou  des  colonnes,  avant 
d'effectuer  le  produit. 


GUIID  CONCOURS  BB  186* 

(•itlri.XVtll,p.ta». 

MATHÉMATIQUES  SPÉaALES. 

COUPOSITIOH   DO     11     JUILLET    t86o. 

Mathématiques.  (Prix  d'honneur.) 

On  donne  deux  ellipsoïdes  A  et  B.  On  demande  le  lieu 
des  sommets  des  trièdres  dont  les  faces  sont  tangentes  à 
.  l'ellipsoïde  A,  et  parallèles  à  trois  plans  diamétraux  con- 
jugués de  B. 

COMPOSlTIOll    DU     la    JUILLET     1860. 

Chimie. 
Première  question.  L'ammoniaque. 
Deuxième  question.   Tout  l'azote  contenu  dans  tm 
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mètre  cube  d'air  humideà  lod^rés  et  ©",75,  tétant  con- 
verti en  cyanure  de  barium  par  son  passage  sur  de  la 
baryte  chauffée  au  rouge  avec  du  cliarbon,  on  demande  : 

1°.  Combien  il  se  forme  de  cyanure  de  barium; 

a".  Gimbien  ce  cyanure  de  barium,  étant  converti  en 
ammoniaque  sous  l'influence  d'un  courant  de  vapeur 
d'eau  à  3oo  degrés,  donne  d'ammoniaque'; 

3°.  Combien  cette  ammoniaque,  étant  convertie  en 
acide  azotique,  aous  l'influence  de  la  mousse  de  platine 
et  d'un  courant  de  vapeur  d'eau,  donne  d'acide  azo- 
tique; 

40.  Combien  cet  acide  azotique  dounera  d'azotate  de 
potasse. 

coHPOsmOH  nu  t4  jvillst  1860. 

Physique. 

1».  Capillarité. 

i".  Un  récipient  A  de  3  litres  de  capacité  peut  être 
mis  en  communication  avec  une  pompe  foulante  P  et  avec 
l'air  extérieur.  La  soupape  R  ouvre  la  première  commu- 
nication, le  robinet  R'  la  seconde.  Le  récipient  A  est  pri- 
mitivement plein  d'air  secâ  o  degré  et  ©""j^So.  La  pompe 
P  puise  dans  un  gazomètre  de  l'acide  carbonique  à  la 
pression  constante  de  o'',y6  et  A  la  température  de  o  de- 
gré, et  elle  peut  l'injecter  en  A,  lorsque  R  s'ouvre;  le 
corps  de  pompe  a  une  capacité  de  2  litres.  Ceci  posé,  on 
ferme  R',  on  donne  un  premier  coup  de  piston,  et  quand 
le  mélange  gazeux  est  bien  achevé,  on  ouvre  R'  pendant 
un  instant  de  manière  à  ce  que  l'équilibre  de  pression  se 
rétablisse  entre  A  et  l'air  extérieur  ;  cela  fait,  on  ferme 
R',  on  donne  un  second  coup  de  piston,  et  ainsi  de  suite, 
en  prenant  soin  chaque  fois  de  rouvrir  le  robinet  R' pen- 
dant un  moment.  On  demande  combien  i)  faut  donner  de 
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coups  (le  pîs(oi)  au  moins  pour  qu'il  ne  rcsie  plus  que 
I  centigramme  d'air  dans  le  récipienl  A. 

I^  litre  d'air,  dans  tes  circonstances  normales,  pèse 
i^^agS.  On  néglige  la  capacité  des  conduits  de  commu- 
nication entrela  pompe  et  le  récipient.  On  suppose  nulles 
les  variations  de  température  pendant  rexpéricuce.  On 
suppose  la  pression  extérieure  égale  à  o"*,76,  la  densité  de 
CO*  par  rapport  à  l'air  i,52. 

LOGIQUE.  — 5ciWin-j. 

COHrOSITIOK   DU    9   ICILLBT    1860. 

Mathématiques. 

Première  question.  —  La  surface  d'un  triangle  ABC 
est  (%ale  à  un  carré  donné.  Lecôté  AB  est  ^al  à  une  ligne 
donnée  C;  la  dîQerencc  (A — B)  des  angles  adjacents  esl 
^ale  à  un  angle  positif  donné  «,  moindre  que  i8n  de- 
grés. On  propose  de  calculer  les  angles  A  et  B.  Le  pro- 
blème est-il  toujours  possible,  et  admet-il  plusieurs  solu- 
tions ? 

Deuxième  question.  —  Soient  AMA'  et  BNB'  deus 
circonférences  concentriques,  et  AA'  un  diamèire  fixe; 
soient  OM  et  OM'  deux  droites   rectangulaires   menées 


par  le  centre  O,  dont  l'une  coupe  les  deux  circonférences 
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eu  M  cl  N,  et  l'autre  en  M  et  N'.  Ou  abaisse  sur  AÂ'  les 
perpendiculaires  MQ  et  M'Q'j  des  points  N  et  M',  ou 
abaisse  sur  MQ  et  M'Q'  les  perpendiculaires  ^P,  N'F. 
Enfin  l'on  joint  OP  et  OP',  et  l'on  forme  ainsi  l'angle 
POP'.  Comment  doivent  être  tracées  les  deux  droites 
rectangulaires  CM,  OM'  pour  que  l'angle  POP'  soit  le 
plus  grand  possible? 

COMPOSITION    nu     lO    JUILLET    l8Cu. 

Physique  et  Mécanique. 

Première  question.  —  On  adeux  morceaux  de  métaux 
dillérenisdont  les  capacités  calorifiques  sont  inconnues. 
L'échantillon  du  premier  métal  pèse  a  kilogrammes,  il 
est  chauBé  à  80  degrés;  réchantillon  du  second  métal 
pèse  3  kilogrammes,  et  estchaufi^éà  5o  degrés,  On  pipnge 
ces  deux  échantillons  ainsi  chauiréa  dans  i  kilogramme 
d'eau  à  to  degrés,  et  la  température  finale  du  mélange  est 
a6",3. 

On  recommence  l'expérience,  en  chanflant  le  premier 
métal  à  100  degrés  et  le  second  à  4o  degrés,  et  en  les 
plongeant  toujours  ensemble  dans  1  kilogramme  d'eau 
à  10  degrés;  cette  fois  la  température  finale  est  a8°,4> 

Ou  demande  de  déterminer,  d'après  ces  d<mDées,  les 
capacités  calorifiques  <le  deux  métaux;  on  néglige  les 
pertes  de  chaleur  qui  se  font  à  l'extérieur,  ainsi  que  l'in- 
fluence du  vase  dans  lequel  le  mélange  s'opère. 

Deuxième  question.  —  Faire  connaître  les  lois  de  l'é- 
ronlcment  des  liquides,  et  tes  expériences  qui  servent  4 
vérifier  ces  lois. 
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COXFOSITlOIf    DO    la   JUILLET    l85o. 

Hittoire  naturelle. 

PremUre  question.  —  Des  manunifôresi  de  leur  oi^- 
nisation  et  de  lenr  classification. 

Deuxième  question.  —  Structure  de  la  fleur. 
LOGIQUE.  —  Lettres. 

COMPOSITION    DD    l4    lUILLET    1860. 

Dissertation  française.  (Prix  d'honneur. } 


Faire  voir  que  la  science  homaine  est  uécessaireinent 
an  mélange  de  connaissances  solidement  démontrées,  et 
d^gnorances  reconnues  invincibles. 


COHPOgITIOH    ou    17    JVILLBT    IO60. 

Mathê  ma  tiques . 

Première  question.  —  Etant  donnés  deux  parallèles 
ox,  /2,  et  un  point  A  sur  la  première,  ou  mène  par  ce 
point  une  sécante  quelconque  AB;  et  par  le  point  B,  où 
elle  rencontre  la  seconde  parallèle,  on  élève  BC  perpen- 
diculaire à  AB.  Au  point  C  on  fait  l'angle  ACO,  double 
de  BAC,  et  du  point  A  on  abaisse  sur  CD  la  perpendicu- 
laire ÂM.  On  propose  de  démontrer  que  si  l'on  répète  la 
métne  construction  pour  d'autres-  sécantes  menées  par  le 
point  A,  tous  les  points  analogues  à  M  seront  sur  une 
même  circonférence  de  cercle. 

Deuxième  question.  —  Une  pyramide  régulière  à  base 
hexagonale,  dont  la  hauteur  est  de  90  centimètres,  a  un 
volume  de  i  mètre  cube.  Quel  est  le  côté  de  l'hexagone 
qui  lui  sei't  de  baicP 
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RHÉTORIQUE.  —  Sciences. 

COHP09ITIOII    DU    II    JUILLET    1860. 

Mécanique.  * 

1°.  Un  vase  prismatiqae  à  parois  verticales  est  plein 
d'eau ,  et  iix^  sur  une  base  qui  se  meut  tiorizontalement 
avec  une  vitesse  de  4  maires  par  seconde.  La  direction  du 
mouvement  est  perpendiculaire  A  l'uue  des  paroia  du 
vase.  On  pcix:e  dans  cette  paroi  nn  orifice  à  bords  amincis 
et  dont  le  centre  est  à  9  mètres  au-dessous  du  niveau  du 
liquide  dans  le  vase.  On  conçoit  qu'à  un  instant  donné  d 
on  mène  dans  l'espace,  par  le  centre  de  l'orifice  d'écoule- 
ment, deux  axes  fixes.  Tu»  venîcal,  l'autre  horizontal  et 
parallèle  au  mouvement  du  vase.  Ceci  pos^,  on  demande 
k  qudle  distance  de  ces  deux  axés  se  trouvera  A  l'instant 
S  -H  a  secondes  la  mol^ule  liquide  qui  partait  du  centre 
de  l'orifice  i  l'époque  6.  On  résoudra  la  question  en  sup- 
posant successivement  que  le  vase  marche  dans  le  sens 
de  l'écoulement  el  en  sens  inverse.  On  suppose  que  pen- 
dant l'écoulement  le  niveau  ne  varie  pas  dans  le  vase  ;  on 
suppose  en  outre  qne  dans  le  lieu  donné  la  vitesse  acquise 
eu  une  seconde  parle  corps  qui  tombe  est  9,8088. 

3°.  Décrire  les  machines  ii  vapeur  locomotives,  et 
expliquer  comment  et'es  fonctionnent. 

COHFOSITiOn    DU    l3    JUILLET    1860. 

Mathématitfues . 

i".  Exposer  les  lois  du  mouvement  des  planètes.  Dire 
comment  l'observation  a  pu  y  conduire  Kepler,  et  quelles 
conséquences  on  en  a  tirées. 

a".  Mener  une  ti<ngente  k  une  ellipse,  parallèlement  à 
une  droite  donnée. 
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ÉCOLES  DU  GOUVERNEMENT. 


COKCOVRS  B'ADMISSION  A  L'fiCOU  N«MULB  KK  1811. 


Mathématiques . 

i".  Dire  commeDt  on  forme  le  carré  d'un  polynôme; 
calculer  le  coefficient  de  x^  dans  le  développement  de 
(i-h2j:  +  3x*  +  . .  .  +  nx"~'}',ft  étant  supposé  moindre 
que  n.  Ou  expliquera  pourquoi  la  formule  trouvée  n'est 
pas  applicable  au  cas  où  h  surpasse  n  (*). 

î".  Trouver  l'intersection  d'un  cône  de  révolution 
par  un  plan.  Si  par  tous  les  points  de  l'intersection  on 
élève  des  normales  an  cène,  chacune  de  ces  normales 
perce  la  surface  en  un  second  point.  On  demande  la 
courbe  formée  par  ces  points. 


COMOliRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NAVALE  EN  18(1. 


J    3    JUILLET    l86o. 

Thème  anglais  (**). 

Le  vent  étant  tombé  vers  les  hait  beures  du  soir,  et  la 
mer  s'étant  aplanie,   le  vaisseau  demeura  immobile.  Ce 


(')  On  a'iDBÙrcra  jias  de  réponM  t  coite  trojkfacile  quesUao. 
(")  Vojcz,  pour  la  co  m  position  fiiintaUc  et  la  vcrejcn  lalior,  l< 
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fut  In  que  je  jouis  du  premier  coucher  du  soleil  et  de  la 
première  nuit  dans  le  ciel  de  la  Grèce. 

Nom  avions  à  gauche  l'ile  de  Fano  et  celle  de  Corcyre 
qui  s'alIoDgeail,  à  l'orient  ;  on  découvrait,  par-dessus  ces 
iles,  les  hautes  terres  du  continent  de  l'Epire;  les  monts 
Aciocéroniens,  que  noua  avions  passés,  formaient  au 
nord,  derrière  nous,  un  cercle  qui  se  terminait  à  l'enlrée 
de  l'Adriatique,  A  notre  droite,  c'est-à-dire  à  l'occident, 
le  soleil  se  couchait  par  delà  les  côtes  d'Otrante.  Devant 
nous  était  la  pleine  mer  qui  s'étendait  jusqu'au  rivage  de 
l'Afrique. 

Dessin. 

Une  tète  d'enfant,  grandeur  naturelle,  au  trait. 
Calcul  numérique  de  trigonométrie  reclitigne. 

Calculer  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle  dont  on 
connaît  les  trois  côtés  : 

<I  =  24l3o,23," 

i  =  40217, o3, 
c  =  563o3,87. 

Tracé  graphique. 

On  donne  une  pyramide  triangulaire  placée  d'une 
manière  quelconque  par  rapport  aux  plans  de  projection, 
et  on  demande  do  construire  une  pyramide  égale  à  la  pre- 
mière, mais  ayant  une  de  ses  faces  dans  le  plan  hori- 
zontal. 
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COIKMIRS  D'AitMISSION  A  L'BC«LE  mYTIGilfmil 
EN  1860. 

COHPOSITIOn    DD    30   JUILLET    1860. 

(Le  matio.) 
Mathématiques. 

Etant  donnée  la  parabole  CAB,  la  sécante  MÂB  se  menl 
sous  la  condition  que  les  normales  menées  à  laparabole 
par  les  points  d'intersection  A  et  B  se  coupent  en  un 
point  C  de  cette  courbe.  Par  ce  point  C  on  mène  la  tan- 
gente CIVf  qui  coupe  la  sécante  MAU  en  un  point  M. 

Cela  poïé,  on  demande  de  trouver  l'équalion  de  la 
courbe  décrite  par  le  point  M,  quand  la  sécanie  MAB 
prend  toutes  les  positions  compatibles  avec  la  condition 
à  laquelle  elle  est  assujetUe^on  construira  celte  éq dation 
qui  est  du  troisième  d^ré. 

(  U  »if.  ) 
Dessin. 
VEcorché  de  Michel-Ange; 

COMPOSITIOM    DU    31     ]DILLEÏ    1860. 

(L«mt>(iD.) 

Composition  française. 

Il  y  a  divers  genres  de  courage. 

Le  courage  civil,  celui  qui  fait  aâronter  pour  une  just.- 
cause  l'impopularilé  ou  la  tyrannie.  C'est  le  courage  da 
juste  d'Horace  ;  JusUim  et  tenacem  propositi  vinim,  etc. 


bv  Google 


(33.  ) 
Analyser  ce  genre  de  courage,  un  des  plus  nobles  et  des 
plus  rsin».  Chercher  des  exemples,  soit  dans  l'antiquiiéy 
soit  dans  les  temps  modernes. 

Le  courage  militaire.  —  Il  est  entretenu  par  la  dîgailé 
personnelle,  l'amour  de  la  gloîi-e  et  de  la  patrie.  Des  sol- 
dats mercenaires  ou  des  esclaves  sont  en  général  de  mau- 
vais soldats.  Comparer  les  qualités  militaires  des  dîflé- 
reutes  nations. 

Analyser  enGu  ce  genre  de  courage  que  l'homme  exerce 
contre  lui-même,  contre  ses  passions,  contre  les  obstacles 
dont  la  vie  est  semée,  contre  l'adversité.  ~  Le  suicide  est 
un  acte  de  découragement,  par  conséquent  c'est  l'opposé 
dn  courage. 

(Uiolr.) 
Lavis  à  tcncre  de  Chine. 

Faire  le  lavis  à  l'encre  de  Chine  d'une  surface  cylin- 
drique, de  lo  centimètres  de  diamètre  sur  i5  centimètres 
de  hauteur.  Ce  cylindre  devra  se  détacher  sur  un  fond 
formé  d'une  teinte  plate  grise;  il  reposera  sur  un  socle 
dont  la  surface  plaue  sera  indiquée  par  une  teinte  plate 
d'une  très-faible  intensité. 

Le  modèle  de  cette  surface  cylindrique  pourra  être  fait 
à  teintes  fondues  ou  adoucies,  ou  bien  à  teintes  plates  su- 
perposées. 

On  admettra  que  le  rayon  de  lumière  a  pour  projection 
horizontale  et  verticale  des  lignes  inclinées  à  4^  degrés 
sur  la  ligne  de  terre.  Le  cadre  limitant  le  dessin  aura 
34  centimètres  de  haut  sur  18  centimètres  de  large. 

Calcul  trigonométrique. 

Dans  un  U'iangle  sphérique,  on  donne  les  côtés  a,  h  et 
l'angle  C  : 
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„.,,  I  ,.  =  36!j8.26,7, 
<^°"»-i  J  =  9..3ç,.54,5, 
Angle.      C      87.18.33,9, 

d  un  demande  de  calculer  le  côté  C. 

COXPOSITION    DU    22   JUILLST    1860. 

Épure  de, géométrie  descriptive. 

Un  cylindre  horisonial  plein  terminé  d'un  côté  an  plan 
vertical  de  projection,  et  de  l'autre  ù  un  plan  vertical 
parallèle,  rencoutre  un  cane  dont  la  base  est  posée  sur  le 
plan  horizontal.  On  demande  : 

1".  De  construire  les  projections  de  l' intersection  des 
surfaces  ; 

3°.  Défaire  Je  développement  de  la  surface  du  cylindre 
avec  les  transformées  des  bases  et  de  l'inierseetion; 

3".  De  construire  les  projections  d'une  tangente  de 
l'intersection,  et  la  tangente  au  point  correspondant  de 
ta  transformée  de  celte  courbe. 

On  supposera  que  le  cône  est  enlevé,  et  en  conséquence 
sa  trace  et  toutes  les  lignes  qui  le  concernent  seront 
poi  II  li  liées. 

Les  bases  du  cylindre  seront  des  cercles  ;  celle  du  cône 
un  ellipse. 

Le  cylindre  ne  sera  pas  perpendiculai  re  an  plan  vertical. 

Le  croquis  ci-coutre  indique  comment  les  données  peu- 
vent ôtre  disposées  (*). 

Distances  de  la  projection  verticale  dn  centre  de  li 
base  de  gauche  du  cylindre  : 

A  ta  ligne  tracée  au-dessous  ilu  titre ...      1 1  o  millimètreii 

An  lioril  de  gauche  dit  jiapicr 1 6o  milliinètrts. 

(']  Le  (ciBps  nous  a  munijuc  pour  Tuiru  (jiavcr  uitlc  ligure. 
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l..es  distances  marquées  sur  le  croquis  sont  exprimées 
en  milliniètrcs. 

On  placera  le  développement  de  la  surface  du  cylindre 
à  la  droite  de  l'épure  et  de  manière  que  les  générairices 
soient  parallèles  au  plus  petit  c6ié  de  la  feuille. 


CONCOURS  D'ADISSION  A  L'&COLB  DE  SAUTT-CVR  EN  4860. 


couposiTions  DU  ao  juillet  iooo. 
Dictée. 

Il  n'y  avait  rîeu  que  de  grand  daue  les  desseins  el  dans 
les  travaux  des  Égyptiens.  Ce  qu'ils  ont  faitdu^lil  est 
incroyable.  Lorsqu'il  s'enfiait  outre  mesure,  de  grands 
lacs  creusés  par  les  rois  tendaient  leur  sein  aux  ondes 
répandues.  Ils  avaient  leurs  décliai^es  préparées  :  de 
grandes  écluses  les  ouvraient  ou  les  fermaient  selon  le 
besoin,  et  les  eaux  ayant  leur  retraite  ne  séjournaient  sur 
les  terres  qu'autant  qu'il  fallait  pour  les  engraisser. 

Tel  était  l'usage  de  ce  grand  lac,  qu'on  appelait  le  lac 
de  Myris,  ou  de  Moeris  :  c'était  le  nom  du  roi  qui  l'avait 
fait  faire.  On  est  étonné  quand  on  lit,  ce  qui  néanmoins 
est  certain,  qu'il  avait  de  tour  environ  cent  quatre-vingts 
de  nos  lieues.  Pour  ne  point  perdre  trop  de  bonnes  terres 
en  le  creusant,  on  l'avait  étendu  principalement  du  c&ié  de 
la  Libye.  La  pèche  en  valait  au  prince  des  sommes  im- 
menses, et  ainsi  quand  la  terre  ne  produisait  rien,  on  en 
lirait  des  trésors  en  la  couvrant  d'eau.  Deux  pyramides, 
dont  chacune  portait  sur  un  trône  deux  statues  colos^ 
sales,  l'une  de  Myris  et  l'autre  de  sa  femme,  s'élevaient  de 
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trois  cents  pieds  au  milieu  du  lac,  et  occupaient  aous  les 
eaux  un  pareil  espace.  Ainsi  elles  faisaient  voir  qu'oa  les 
avait  érigées  avant  que  le  creux  eîit  été  rempli,  et  mon- 
traient qu'un  lac  de  celle  étendue  avait  été  fait  de  main 
d'honune  sous  un  seul  prince.  (Bossoet,  Histoire 
selle,  3',part.,  ch.  HI.) 

Composition  fra  neahe, 
ks  Hn\ 


Le  génie  militaire  de  la  France  est,  comme  celui  de 
Rome,  universel.  Il  a  pour  plus  haute  expression  Cliar- 
lemagne  et  Napoléon  I".  Partout  où  notre  armée  déploie 
sou  drapeau,  elle  cherche  ou  porte  la  civilisation.  Char- 
lem^ne  civilise  l'Allemagne;  nos  chevaliers  recueillent 
en  Orient  de  nouveux  éléments  sociaux.  Nos  armées 
d'iulie  sous  Charles  YIU,  Louis  XII.  François  I",  rap- 
portent de  la  Péninsule  tes  germes  de  la  Renaissaure. 
Sous  Louis  XIV,  nos  soldats  répandent  au  dehors  l'esprit 
et  le  goût  français  du  grand  siècle.  Leurs  triomphes  ac- 
compagnent DOS  triomphes  littéraires. 

Que  dire  des  armées  napoléoniennes?  Elles  portent  les 
idées  de  droit  et  d'égalité  jusqu'aux  hords  de  la  Vislnle. 
Le  grand  conquérant  transforme  tout  le  droit  européen. 
Nos  armées,  sous  Napoléon  ID,  ont  également  une  mis- 
sion des  plus  hautes.  Elles  sauventl'équilihrc  de  l'Europe 
et  sont  au  service  des  plus  grandes  idées. 

Thème  allemanti. 


L'histoire  est  uu  maitre  impartial,  dont  nous  ne  pou- 
vons réfuter  les  raisonnements  appuyés  sur  des  faits.  Elle 
nous  montre  le  passé  pour  nous  annoncer  l'avenir.  Elle 
est  le  niiroir  de  la  vérité. 
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Les  peuples  tes  plus  fameux,  les  hommes  les  pins  célè- 
bres sont  juges  par  le  temps,  qui  détruit  toute  illusion. 
Devant  le  tribunal  de  l'histoire,  des  conquérants  descen- 
dent de  leurs  chars  de  triomphe,  les  princes  nous  appa- 
raissent sans  leur  cortège,  et  dépouilles  de  la  fausse  gran- 
deur que  leur  prélait  la  flatterie. 

COHPOSITlOnS    DU    31    JOILLET- lS6o. 

Traté  géométrique. 


Construire  le  plan,  Télévation  et  la  coupe  de  l'ensemble 
des  corps  A,  B,  C,  C,  C, . . . ,  limités  par  les  plans  hori- 
zoDlaux  ahc,  Imn,  pqr,  dfgi  ahc  est  le  plan  horizontal 
de  projection.  Les  corps  sont  placés  symétriquement  par 
rapport  à  deux  plansv^rticaux  perpendiculaires  dont  l'un 
est  parallèle  au  plan  de  l'élévation.  Les  distances  succes- 
sives des  plans  horizontaux  désignés  sont  les  hauteurs  des 
corps^  les  horizontales  ai,  im,  pq,  tlfsonl  parallèles  au 
plan  de  l'élévation^  les  droites  bc,  mn,  qr,  fg  lui  sont 
perpendiculaires.  La  coupe  sera  faite  par  un  plan  vertical 
passant  par  l'axe  de  symétrie,  et  faisant  avec  celui  de 
l'élévation  un  angle  de  55  degrés. 

Légende.  —  A.  parallétipipède  rectangle  creux  dont 
les  parois  et  le  fond  ont  partout  la  même  épaisseur; 
Bparallélipipëde  rectangle;  C,  C,  C,  C  quatre  cubes. 


Hauteurs  o, 8, 
Épaisseur  des  parois  =  o,  i . 
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D. 

Hauteur  =  0,3, 
flj  =  3, 
ie=i,8, 

c,  c,  c  c. 

Calé  des  cubes  =  0,4, 


Mathétiiatiques . 

Énoncé.  —Calculer  la  dis  tan  ce  d'un  poiut  accessible  A 
à  UQ  point  inaccessible  C,  ainsi  que  la  surface  du  man- 
de ABC. 


CAB=59''4a'a8,4, 


SM.I1T1DN  BB  U  QUESTION  323  ET  ANKCinS 

(tait  f^  mi. 
Pu  H.  CtJENOUD,  nu  LAtmim. 


Une  somme  C  placée  à  latérèts  simples  pendant  n 
années,  à  i  pour  loo  par  an,  devient,  au  bout  de  ce  temps 


en  sorte  qu'une  somme  C,  payable  dans  n  années,  vaut 
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En  appliquant  le  résultat  ci-dessus  aux  diverses  sommes 
menUonnéea  dans  l'énoncé,  on  trouve  qne 

La  somme  C,,  pajable  dans  m,  ann.,  vaut  actnd.  '—• 

100  + 1,1 


En  ajoutant  ces  divers  nombres,  et  désignant  leitr  somme 
par  V,  on  a 


\lOO  +  /t,( 


Cette  somme  V  vaudra,  dans  t  années,  V  [  1  +  —  j  > 

et  comme  cette  valeur  doit  être  précîsémeot  ^^le  à 
C,  +  C,  + . . .  4-  C^,  00  aura 

vfi  +^^  =C,  +  C  +  ...-|-C,î 
d'où 

((=-^(C, -t-C,4-..  +C,  — V), 
on 

Aim.  Je  UaihéaiMt^  t.  XIX.  (Septembre  1860.)  2a 
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l''  V    Vioo4-n,i       ioo-hn,i  100-*-"^'/ 

Remarque.  On  peat  présenter  le  calcul  d'une  manière 
un  peu  différeate,  qui  conduit  à  un  autre  résultat. 

Désignons  par  k  un  nombre  d'années  plus  grand  que 
les  nombres  n,,  nt,  ni,...,np,  t.  Le  créancier  qui  re- 
cevra la  somme  Ci  dans  /ii  années  pourra  placer  înuné- 
diatement  cette  somme,  en  sorte  qu'ji  la  fin  de  la  A'**"  an- 
née il  pourra  disposer  d'une  valeur 


S'il  place  de  même  la  somme  Ct,  après  l'avoir  reçue, 
elle  vaudra,  À  la  fin  de  la  hf*""  année, 

(») 

et  ainsi  de  suite.  La  dernière  somme  C^  vaudra  paie- 
ment, à  ta  fin  de  la  k*""  année, 

<')  ^'(-'■^^> 

Afin  que  le  créancier  ne  subisse  ni  ^ain  ni  perte  en  re- 
cevant la  somme  totale  C^  +  C|  + . . .  +  C^  au  bout  de  t 
années,  il  faut  qu  à  la  fin  de  la  If*""  année  cette  somme 
totale  ait  la  même  valeur  que  la  somme  des  nombres  (a), 

OHM.V.Madil,  profeMeur  k  l'écoledeSoréifl,  el  Th.  Vannier,  dr 
BaiTTQ-U-HeiDe ,  donnani  la  même  «ololion. 
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(i),....,  (<).Oii  a  donc 


oa,  en  rédaisant, 

(C, +C+...+  C,)t  =  C.n, -f-C  «,+... +  C^fl,; 
d'où 


Telle  est  la  formole  que  l'on  emploie  dans  le  commerce 
pour  la  rectierche  de  l'échéance  commune  de  plusieurs 
billeU.  Le  résultat  qu'elle  fournit  dîS%re  assez  peu  de 
celni  que  donne  la  formule  (i).  Du  reste,  l'une  et  l'autre 
sont  vraies,  suivant  le  point  de  vue  auquel  on  se  place  ;  la 
formule  (i)  estcelleqn'établirait  le  débiteur,  tandis  que  la 
formule  (a)  est  celle  que  doit  trouver  le  créancier.  En  effet, 
le  débiteur  cherche  quelle  est  la  somme  qu'il  doit  placer 
actuellement  pour  obtenir  C|  dans  n,  années,  ou  pour 
obtenir  C*  dans  n*  années,  etc.  U  ne  dispose  donc  que  des 
valeurs  actuelles,  ^ub  petites  que  les  nombres  Ci,  C|,  etc., 
et  ce  sont  les  intérêts  que  peuvent  ra^orter  ces  valeurs 
actuelles  qa'il  doit  cbercber  k  équilibrer  pour  établir  Vé- 
quaUon  en  t.  Le  créancier,  au  contraire,  pourra  disposer 
des  soounesCi,  Ci,...,  C,,  et  ce  sont  les  intérêts  de  ces 
sommes  qai  doivent  donc  entrer  dans  l'équaûon.  Les  deux 
résultats  doivent  donc  être  différents,  et  aucun  ne  peut 
avoir  la  prétention  d^étre  plus  exact  que  l'autre.  Si  la 
formule  (»)  est  loujOars  employée  dans  le  commerce. 
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elle  le  doit  à  sa  plus  grande  simplicité  et  au  peu  de  diOÏ- 
rence  qu'elle  présente  avec  la  formule  (i).  Il  j  a  ici  une 
diHîérence  analt^ue  à  celle  <pii  existe  entre  l'escompte  en 
dedans  et  l'escompte  eu  dehors. 

Du  reste,  les  deux  formules  sont  identiquement  de  la 
même  forme,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  remplaçant 
dans  (i)  V  par  sa  valeur;  elles  sont  toutes  deux  l'apfJi- 
cation  du  théorème  des  moments,  l'une  pour  les  valenis 
actuelles,  l'autre  pour  les  valeurs  à  l'échéance.  En  dési- 
gnant par  Ca  la  valeur  actuelle  d'une  somme  C  payable 
dans  n  atméea,  les  formules  (i)  et  (3)  peuvent  se  mettre 
sous  la  forme 

<"  '=^- 

(a)  t= 

jinniùlès.  Voici  maintenant  un  calcul  assez  intéressant 
relatif  aux  annuilés.  On  trouve,  dans  Ions  les  ouvrages 
d'algèbre,  que  pour  rembourser  eo  n  années  une  somme 
C,  il  faut  payer  annuellement  une  somme 

r  désignant  l'intérêt  annuel  de  1  fr. 

Pour  appliquer  celte  formule  au  cas  d'un  mnpmnt 
contracté  par  obligations,  je  désignerai  par  m  le  nombre 
total  d'obligations  et  par  s  la  valeur  de  chacune  d'elles; 
j'aurai  alors 

C  =  m», 
vt,  par  suite, 

__  mir(i-hrY 
(<  +  ^)"-' 
Je  me  propose  de    chercher    combien    d'obligations 


b,  Google 


(34.) 
peuvent  être  remboursées  la  i",  la  a",  la  3", ... ,  la  p'""' 
année. 

La  t"  année,  il  faut  prendre  sur  la  somme  a  l'iniérèL 
de  la  somme  ms,  qni  est  msr,  en  sorte  «pi'il  reste  pour  te 
service  de  l'amortissement  une  sonmte  de 


-(.  +  r)--i 

Le  nombre  Xt  d'obligations  que  l'on  peut  rembourser 
la  i"  année  s'obtient  en  divisant  le  résultat  précédent  par 
la  valeur  s  d'une  obligation  ;  j'ai  donc 


Le  nombre  Xi  d't^ligations  que  l'on  peut  rembourser 
la  a*  année  se  compose  du  nombre  Xi  remboursé  la 
i"  année,  augmenté  du  nombre  d'obligations  que  peut 
donner  t'inlérét  de  ces  Xt  obligations,  intérêt  qu'il  n'est 
plus  nécessaire  de  payer  la  i'  année.  J'ai  donc 


■■(■ 


-)=^ 


Le  même  raisonnement  montrerait  que  le  nombre  Xi 
d'obligaUons  remboursables  la  3*  année  serait 


'.(' 


H.l  =  ,=^ 


(■  +  ')■■ 


En  général,  le  nombre  d'obligations  à  teaibourter  la 
p**."  année  serait 

'-(.+')■-■ 

Le  nombre  d'obligations  qui  se  trouveront  lemboursées  à 


b,  Google 


(340 
1b  lin  de  U  /J**""  anD^  «era 


.r(i  +  r)      ,     ,nr(i  +  rf 


('  +  '•>■->■ 
t 

■[■+(i  +  r)  +  (i  +  r)'  +  ...+  (i+r)»-l, 


(>  +  ')■- 


('  +  '•)'-■_"■[(■->  --y-'l 


Celle  formule  moDtre  immédiatement  que  le  nombre 
d'obligations  qui  seront  remboui^ées  A  la  fin  de  la  n'*^ 
année  est  m. 

Le  nombre  jr^  d'obligations  qu'il  leste  à  rembouiser 
à  la  fin  de  la  p'*"  année  est 


(■*')■-■      "  (■  +  ')•-■ 


=  flf(i-4-r/X 


{•  +  &-' 


Remarque.  Ces  résultats  ne  sont  pas  entièrement  no» 
veaux,  mais  ils  sont  peu  connus.  M.  Boudsot  est  arrivé 
aux  mêmes  formules  dans  un  travail  fort  intéressant  qu'il 
a  publié  dans  les  Mémoires  de  la  Société  d'émulation  dn 
Donbs  (iSSy),  mais  en  suivant  une  marche  difTérmle: 
j'ai  cru  mile  de  vous  communiquer  ce  petit  calcul. 

Note  du  Rédacteur.  Dans  les  entreprises  industrielles, 
le  nombre  annuel  d'ohligatùms  ^  rembourser  dépend 
aussi  des  bénéfices  ou  perles. 
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RXBRCHIS  81»  LIS  É«U4TNR8  KHÉRWII» 

Le  savaDt  professear  de  l'universilé  de  Padoue  (*), 
auteur  de  la  méthode  dés  ëquipollences,  M.  Bellavitù 
(Giusli),  a  publié  en  i85^  l'ouvrage  suivant  :  SuUa  re- 
soluzione  numerica  délie  eguaxioni  [grand  iD-4  de  5y  p. 
Venise.  ) 

Cest  on  recueil  de  tous  les  procédés  en  usage  pour  ré- 
soudre les  équations  numériques,  algébriques  et  transcen- 
dantes, avec  douze  exemples  scrupuleusement  discutés, 
d'après  lesquela  on  apprend  à  se  diriger  en  d'autres  cas. 
L'auteur  recommande,  avec  raison,  cette  tris-excellenie 
pratique  :  Soit 

/(x)  =  o 

l'éqiMtion  donnée;  on  ta  divise  eo  deux  parties 

/(*)=/ («)+^(*)  =  o; 

on  construit  par  poiuu  les  deux  coiwbes 

les  abscisses  des  points  d'inlerseclion  de  ces  deux  courbes 
donnent  les  racines  réelles  de  l'équation.  Ce  procédé  sert 
au  moins  i  découvrir  les  nombres  entre  lesquels  ces  ra- 
cines sont  comprises,  bien  entendu  qu'on  fait  le  partage 
de  manière  4  obtenir  les  cas  les  plus  iàciles  à  construire. 
Pour  les  racines  imaginaires,  on  remplace  x  par  u  +  vty 
et  les  deux  courbes  en  u  et  v  font  connattre  l'existence 
des  racines  imaginaires. 

(■)  Né  k  BtutDO  «a  iSo3. 
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La  méthode  fiadaa,  qne  les  Ânglaîi  et  les  Allemands 
désignent  soiu  le  nom  de  Horner  et  aujourd^hni  devenue 
classique,  est  trèsKUreloppée,  et  ea  certains  cas  perfec- 
tionnée, dans  ce  Mémoire. 

Voici  quelques  exemples  tirés  de  ce  Mémoire  : 

4-  +  5'=.Oi 
posant 

on  trouve 

.=5,593948. 

«'''  — x-f  Ofi  =0f    «  =  o,3ioi3,    «  =  0,681919, 

X  =:  0,3x7765  +  o,g253ia  ^ —  1, 

Ja8  H- 1  —  î/65-4-je  +  «  =  o, 

^=-5,713985, 

T^  — o,i883oa, 

xy -^  {x* -^  X)  jr  —  X* -\- X  =  Q, 

4j'  —  3iT  —  «*-l-5a:^o, 

j  *=  3,8347, 
(  j-  =  o,453o, 

r*  — 4*ir  +  '2-*^  — -ï^^o,   (*— ij/'  +  xisTo, 
x=  —  i,ii374)    r  =  '>i7fi6o6> 

j:  =  0,773573, 

x  =  o,8i83o4, 
jc'  -i-j^  =■  3oo,    i>  -f- j*  =  80,    *•  =  i4,a(43, 
sin*(6T)  ^siof  sia*(3f),    «nf  ^  o,33iX24i7f 


■e'  -f-  ;c  -*-  I  :=  O,      *  =  0,790667  +  ^0,3oo5q7  ■ 
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m  u  nlntu  hdii!  it  mtm  rARUilLis 

Pas  le  RivisUD  G.  8ALH0R. 


Ifote  du  Rédacteur.  Le  raisonnement  porte  sur  des 
formules  du  saraul  roinïsire;  ses  ouvrages,  d'ao  mérite 
hors  raug,  connus  daos  toute  contrée  civilisée,  sont 
presque  totalement  incounus  en  France. 

Plusieurs  éminents  professeurs  ont  fait  des  traductions, 
mais  qui  ne  trouvent  pas  d'éditeurs,  et  cela  pour  une  rai- 
son commerciale  très -naturelle.  Désormais  tout  ouvrage 
qui  ne  porte  pas  pour  enseigne  conforme  n'a  qu'an  mi- 
nime nombre  d'acquéreurs.  Commerçant,  voudriez-vous 
voua  charger  d'une  marchandise  qui  n'a  pas  de  chance 
de  débit  ?  Par  contre,  les  ouvrages  de  physique,  de  chimie, 
d'industrie,  en  général,  tout  ce  qui  peut  enseigner  à  con- 
fectionner quelqae  objet  matériel,  vendable,  jouissent 
d'une  grande  faveur.en  librairie. 

Nous  croyons  donc  nécessaires  quelques  explications  : 
nous  nous  servirons  de  quelques  expressions  que  nous 
avons  déjà  expliquées  (t.  XVIII,  p.  a49),  et  sur  lesquelles 
nous  ne  reviendrons  pas. 

1°.  Soient 

L  =  o,     M=  o,     H  =  o 

les  équatiods  de  trois  c6(és  d'un  tinangle; 

L'  -(-  M'  =  N' 

représentera  l'équation  d'une  conique.  Le  triangle  est 
conjugué  à  la  conique.  En  efTet,  on  aura 

L'  =  N'— M'=!(H-HM)(N  — M); 


b,  Google 


(  346) 
les  droites  reprësentres  par  les  équaiioas 

M  +  M  =  o,     H— M=so 
touchent  la  conique,  et 


est  l'Àjuatioii  de  la  corde  de  contact.  Mais  rinierseclion 
de  ces  tangentes  est  la  même  que  celle  des  droites  M,  N; 
donc  ce  point  d'intersection  est  le  p^Me  de  la  droite  L  \  on 
démontre  qne  l'intersection  de  H  et  de  L  est  le  p6le  de 
la  droite  M;  de  même  l'intersection  de  M  di  de  L  est  1q 
pèle  de  la  droite  N  ;  alors  les  denx  tangentes  IV  4-  L  ^— i, 
N  —  L  \/ — 1  sont  imaginaires  ;  c'est  que  ce  pôle  est  situé 
dans  l'intérieur  de  la  conique. 
La  conique 

dLM  +  £LN+cHN=:o 

passe  évidemment  par  les  sommets  du  triangle  conjugué, 
a".  Soit 

U  =  a*'  +  6/'  +  «"  +  ai^s  +  aesx  +  a/xy 

l'éqoaiion  d'une  conique. 

Représentons  par  Â  son  discriminant  ou   invariant 

principal  ;  on  a 

A  =  abe+  -iàtf — aâ* — hé  —  ^. 

Soit  V  ^  o  une  seconde  conique  ayant  pour  coeffi- 
cients a',  fi',  c',  d',  é,f\  et  soit  A'  son  discriminant, 
U  + 1 V  =  o,  où  i  est  une  constaute  arbitraire,  est  l'é- 
quation d'une  troisième  conique  passant  par  les  quatre 
points  d'intersection  des  deux  pi-emières  coniques.  Dési- 
gnant par  ùl'  le  discriminant  de  cette  troisième  conique, 
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ordonnée  suÎTAat  les  puissances  de  X,  on  a 

4'  ^  i  +  le  +  ve*  +  l'A', 


=  «' (*e  -  rf«)  +  *<  {m  -  e*)  +  c- (<i6 -/>) 

+  ad'  {e/—  ad)  +  1^  {fd  -be  +  -i/'(dc~  ef). 

On  Jérive  de  même  &  de  ùi. 

8  et  6'  sont  deux  invariants  du  système  des  deux  co- 
niques. 

Si  8  =:  o,  alors  la  conique  V  passe  par  les  sommets 
d'un  triangle  conjugué  k  U. 

Car,  si  cela  a  lien,  la  conique  U  pourra  se  mettre,  au 
moyeu  d'une  transformation  linéaire,  sons  l«  forme 

^+^•+■'  =  0  {voli-H), 

ei  la  conique  V  sous  la  forme 

arf'/»  +  2«'  »  -t-  2/'  jy  ^  o, 
et  alors 

ti'=ib'  =  t^  =  d=ie=xf-=  o, 

et  O  =  o  par  cette  transformation  ;  mais  O  étant  un  invo' 
riant  s'aunale  donc  pour  une  transformation  linéaire 
quelconque  des  deux  équations  U  et  V. 

La  même  condition  G  =  o,  exprime  que  les  c6tës  d'un 
triangle  conjugué  &  V  touchent  U. 

Voici  maintenant  la  lettre  du  Révérend  Salmoo  : 

J'ai  lu  avec  plaisir  le  beau  théorème  du  capitaine  Fanre, 
n"  524,  Aoaveties  annales,  t.  XIX,  p.  a34* 

On  le  dédnit  très-facilement  par  la  méthode  qne  je 
donne  Lossoiu  on  fugher  Algebra,  p.  107.  Qu'on  forme 
le  discriminant  de 
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Qa'il  soit 

i-t-ie  +  i'e'-t-i'i'. 

0  =  o  est  la  condition,  on  qife  les  sommets  d'an  triangle 

conjugué  k  U  soient  ii  (a  circonférence  de  V,  oubienqoe 
les  c6tés  d'nn  triangle  conjugué  à  V  touchent  U. 
Formons  donc  le  discriminant  de 

Nous  trouvons 


6  =  0  donne  le  théorème  du  capiuine  Paure. 

8'r:^  o  est  la  relation  entre  les  coordonnées  du  centre 
et  le  rajon  d'un  cercJe  mscril  à  un  triangle  conjugué  de 
l'ellipse. 

Ainsi  : 

On  donne  un  triangle  conjugué  à  une  hjrperbole  étfui- 
lalère  :  le  centre  tfu  cercle  inscrit  au  triangle  est  sur  la 
circonférence  de  l'hyperbole. 

On  donne  un  triangle'  conjugué  à  une  parabole,  le 
centre  du  cercle  circonscrit  est  sur  la  directrice.  Etc.,  etc. 

Je  remarque  aussi  que  la  méthode  la  plus  facile  de 
former  l'équation  de  la  courbe  parallèle  i  une  ellipse 
(c'csi-à-dîre  la  courbe  dont  la  distance  à  l'ellipse  mesurée 
sur  les  normales  du  l'ellipse  est  consume  =:  r)  est  comme 
suit  : 
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Il  est  seulement  nécessaire  de  former  le  discriminant 
de  l'éqnalibn 

où  A,  etc.,  ont  les  valeurs  données  ci-dessus. 

De  même,  on  trouve  l'équation  de  la  surface  paral- 
lèle i 


en  formant  le  discriminant  en  2  du  discriminant  de 

Ainsi  on  trouve  l'équation  de  la  surface  parallèle,  sons 
la  forme, 

S'  =  T'. 


(tuisTiON  n  mm  conciirs 

•I  lATHiMATIQlKS  SPfiCULES  (JUILLET  18(0); 

Pu  H.  LEHOINE, 
élira  du  PrTtanie  Nilluira. 

Étant  donnés  (feux  ellipsoïdes  A  et  B,  trouver  le  lieu 
des  sommets  des  trièdres  dont  les  faces  sont  tangentes 
à  A  et  parallèles  à  trois  plans  diamétraux  conjugués 
de  B. 

Lemme,  On  peut  supposer  A  et  B  concentriques;  car 
en  transportant  6,  par  eiemple,  parallèlement  à  lui-même 
jusqu'à  ce  que  son  centre  coïncide  avec  celui  de  A,  on 
ne  changera  pas  la  direction  des  diamètres  conjugués. 
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Soient  alon 

{«)  A **-+-*>'  + A" a' +  aBtr  +  aB'x*-(-  aB'a:j'  +  F=o, 
(P)A,j:'H-A',j''-+-A'»'+2B,sr+aB',x».t-2B'a:/4-i^=0, 

les  éqaatîon*  des  deux  ellipsoïdes. 
Soit 

les  équations  d'unedroite.  Les  plans  diamélraax  corres- 
pondants à  cette  direction  de  cordes  seront  dans  les  deux 
ellipsoïdes 

(A«H- B'-*- B"ff>aH- {A'/H- B  +  B"fli}j-+(A"4- Bh4- ff*»)»  =  0, 


alors  ces  deux  plans  coïncident. 

Appelons  e  la  valeur  commune  de  ces  rapports  :  si  je 
démontre  qu'il  y  a  des  valeurs  réelles  pour  z,  il  y  en  aura 
pour  m  et  n. 

On  aura  donc 

(i)       (A  —  A,i)m  -H  (B"—  If;  »)/.  -*-  (B'  -  B',  «)  =  o, 

d'où 

(2)        {B-— B',s)m  +  (A'  — A,«)n  +  (B-B,«)=o, 

{3)        (B'  —  B.»}«  +(B  —  B,«)/j  +  (  A"—  A',  «)  =  o. 

Eliminant  met  n,  on  trouve  (déterminant) 

o  =  2(B— B.»)(B'-B',*)(B"  — B^») 

-H (A  —  A,ï)  (  A'  —  A', .) {A"  —  A^  ï)  —  (B  —  B, »)'  (A  —  A,*) 
-(B-tf,e)'(A'-A',.)-(B"~B',.)'(A'-A',), 
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équation  du  troisièiue  degré  qui,  ayaut  pour  coefficient 
dez' 

—  3B,B',B;  —  A,à',A;  -*-  A,B^  4-  A'.B',"  + A'.B-', 
et  pour  terme  tout  connu 

-t-aBB'B'+ AA'A"  — AB»  -  A'B"  — A"B"', 

a  toujours  une  racine  rédle  finie  et  différente  de  séro, 
car  les  deux  expressions  précédentes  représenUnt  les  dé- 
nominateurs dea  coordonnées  du  centre  des  deux  surfaces 
ne  sont  pas  nulles,  puisqu'il  s'agit  de  deux  lurfiifies  k 
centre. 

Soit  OZ  la  droite  qui  a  pour  équation  x:=fn£,y=nz, 
m  et  n  ayant  les'  valeurs  que  donnent  deux  quelconques 
des  équaUons  (3),  (a),  (i),  jointe  à  la  valeur  réelle 
que  nous  venons  de  déterminer  pour  z. 

Considérons  le  plan  diamétral  qui  correspond  à  cette 
droite,  il  est  le  même  pour  les  deux  surfaces. 

Soient  Ca  et  Cb  les  ellipses  suivant  lesquelles  il  coupe 
les  surfaces  AetB.  On  sait  qu'étant  données  deux  ellipses 
coucentriqnes,  on  peut  toujours  trouver  un  système  de 
diamètres  conjugués  commun  aux  deux  ellipses.  Appelons 
OX  et  OY  ces  deux  diamètres  conjngués  pour  les  ellipam 
Cfa  et  Gb.  Cela  posé,  il  est  évident  que  les  trois  diWUe 
OZ,  OY,  OX,  forment  uu  système  de  diamètres  conju- 
gués communs  aux  deux  ellipsolides.  Donc  «o  prenant  ata 
droites  pour  axes  coordonnés,  on  peut  donner  aux  équa- 
tions des  deux  ellipsoïdes  les  formes  suivantes  : 


I  (B) 
I  (*) 
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Solution  de  la  question. 

Posons  x^o'Xi,  /:=  yyiy  z^dst,  et  Bubstiiuons. 
Les  deux  équations  deviendront 

MB')  x;+j';+«î=i, 

El  résolvons  la  question  pour  ce  système  d'équations,  il 
est  évident  qae  si  nous  trouvons  pour  équaUon  du  lien 
f{Xi yiZi)=i  o,  le  li^u  pour  le  premier  système  sera 

Cela  posé,  considérons  le  système  sijivant  en  supposant 
les  axes  recUngulaîres 

La  première  équation  B^  représente  une  sphère,  el  par 
suite  tous  ses  plans  diamétraux  conjugués  sont  rectango- 
laires^  donc  pour  ce  système  la  question  revient  à  ce 
théorème  de  Monge  :  Le  lieu  des  sommets  des  trièdres 
trirectangles  circonscrit  à  une  ellipsoïde  est  une  sphère, 
sphère  qui,  dans  notre  question,  a  pour  équation 

.       ^       *■       *■" 

.î+^î+.;  =  ^.  +  P-,+  ^,- 

Mais  les  relations  algébriques  que  donnent  le  système  de 
l'équation  (a)  et  le  système  de  l'équation  (3)  sont  identi- 
quement les  mêmes;  donc  te  résultat  du  calcul  algébrique 
sera   pour  le  système  de   l'équation    [i)   cotnme  pour 
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l'équaiîon  (3) 

1  ,  ,        n'         A'  £> 

et  en  remplaçant  a;i,/i,  Zt  parleur  valeurenx,  ^,2,  on 
aura  pour  l'équation  dans  le  système  (i) 


Ce  qui  est  un  ellipsoïde  semblable  à  B,  concentrique 
cl  semblablement  disposé. 

Note  du  Rédacteur.  Le  tbéorèrae  subsiste  pour  deux 
surfaces  du  second  degré  quelconques.  On  le  démontre 
par  des  transforma ^ous  linéaires  qui  maintiennent  le 
parallélisme  des  plans  et  des  droites. 


NOTE  SUR  LES  OKDES. 

Soient  n  molécules  Hi,  a*',  ng,...,  a„  rangées  sur  la 
même  droite,  et  R  la  distance  de  a*  à  a,;  supposons  qu'un 
petit  mouvement,  uu  léger  ébranlement  de  la  molécule  ai 
mette  aussi  eu  mouvement  la  molécule  a„  au  bout  de  t 

unités  de  temps;  -  est  ce  qu'on  nomme  la  vùetse  de  pro- 
pagation de  l'ébranlement,  et  la  droite  a,  a„  est  la  direc- 
tion de  la  propagation,  qui  peut  n'être  pas  la  même  qtie  la 
direction  que  prend  a„  et  qu'on  nomme  direction  de  ■vi- 
bration. La  vitesse  de  propagation  peut  n'être  pas  la 
même  dans  toutes  les  directions  de  propagation;  alors 
toutes  les  molécides  a„  qui  entrent  en  mouvement  au  bout 
du  même  nombre  d'unités  de  temps  forment  une  surface 
Ju.  Je  MëthAK.,  I.  XIX.  (Septembre  iB6o.}  ^3 
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qu'on  nomme  onde.  Si  par  m>  poinl  de  cette  Burfaffi  on 
mène  un  plan  tangent,  la  direction  de  vibration  est  tou- 
jours dans  ce  plan  ou  perpendiculaire  à  ce  plan,  qu'on 
nomme  aussi  onde  plane.  La  vitesse  de  propagation  dans 
le  sens  normal  an  plan  est  toujours  plus  grande  que  la 
vitesse  dans  le  sens  même  dit  plan  ;  celte  dernière  vitesse 
■e  nomme  aussi  vitesse  transversale  ou  polarisée;  cette 
vitesse  peut  avoir  plusiet^rs  dîrectiops  :  elle  en  a  deui 
dans  la  double  réfraction.  L'étendue  de  l'oscillation  d'une 
molécule  se  nomme  amplitude  de  l'onde. 


THBORÉMIS  SUR  LB8  GUCLBS  m  TOUGIENT  LIS  GOTfiS 
P'UN  TRUMILK. 

Le  cercle  qui  tonchc  intérieurement  un  triangle  donne 
lieu  à  trois  points  de  contact  intérieurs  et  les  trois  cer- 
cles qui  toucbent  extérieurement  donnent  lieu  à  trois 
points  de  contact  extérieurs. 

Théorème  I.  I^es  trois  droites  qui  vont  des  sommets 
aux  points  de  contact  inrérieurs  des  côtés  opposés  se 
coupent  en  un  même  point:,  ce  point,  le  centre  du  cercle 
intérieur,  le  centre  de  gravité  de  l'aire  du  triangle  sont 
sur  une  même  droite.  Ce  dernier  point  tombe  entre  les 
deux  autres  et  partage  leur  intervalle  dans  le  rapport  de 
1:3. 

Théorème  II,  Les  trois  droites  qui  vont  des  sommets 
aux  points  de  contact  intérieurs  se  coupent  eu  un  même 
point  I. 

Les  trois  droites  qui  vont  respectivement  des  centres 
des  cercles  extérieurs  aux  points  milieux  des  c6tés  do 
triangle  qu'ils  tonclient  se  coupent  en  un  même  point  Ii  j 
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les  points  I,  T,  et  It:  c«atre  de  gravité  de  l'aire  sont  sur 
une  même  droite,  et  ce  centre  partage  l'interralle  entre  I 
et  I|  dans  le  rapport  de  i  ;  a. 

Théorème  IJI.  Les  perpendiculaires  abaissées  des  cen- 
tres des  cercles  extérieurs  sur  les  c6lés  du  triangle  qu'ils 
toucbenl,  se  coupent  en  un  m^e  point  paiement  éloigné 
de  ces  (rois  centres;  ce  point,  te  centredu  cercle  inscrit, 
le  centre  du  cercle  circonscrit  sont  sur  une  mfime  droite 
et  ce  dernier  point  est  au  milieu  des  deux  autres  points. 

Théorème  IV,  Prenons-deux  cercles  extérieurs  E,, 
Eijle  cercle  intérieur  I  j  du  centre  de.Ei  abaissons  une  per- 
pendiculaire sur  le  côté  correspondant  à  E^;  du  centre 
E»  une  perpendiculaire  sur  le  côté  corresjwndanl  à  Ei,  cl 
du  centre  de  I  une  perpendiculaire  sue  le  troisième  côté  : 
ces  trois  perpendiculirires  se  coupent  en  un  même  point 
paiement  éloigné  des  trois  centres  des  cercles  E, ,  E] ,  !• 

Ce  point,  le  centre  du  cercle  extérieur  E» ,  le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle,  sont  sur  une  même  droite, 
et  le  dernier  point  est  au  milieu  des  deux  autres. 

Théorème  V..  Soit  le  triangle  ABC.  Le  cercle  E  touche 
6C  (opposé  À  A)  prolongé,  en  s,  \  te  cercle  E|  touche  AC 
(opposé  i  B)  prolongé,  en  ex\  le  cercle  intérieur,!  touche 
AB  (opposé  à  C),  en  i,  \  les  trois  droites  A  «■ ,  B(?« ,  Ci'i  se 
coppent  en  un  même  point  ;  ce  point,  le  centre  du  cercle 
qui  touche  AB  extérieurement  et  le  centre  de  gravité  sont 
sur  une  même  droite,  et  ce  dernier  point  partage  l'inler- 
valle  entre  tes  deux  premiers  daus  le  rapport  de  i  ;  a. 

Ces  théorèmes  sont  énoncés  par  M.  Nagel ,  recicur  de 
l'École  luduslrielle  (Beai-iScbule)  h  Ulm. 
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SOLITION  BBS  QUESTIONS  494  ET  499, 
■MMe  (iriuMiM  el  propriélé  it  la  cobi^u  gtiAt 

■    Pas  m.   CREHONA, 

FrofosBeur. 

La  question  499  embrasse  deux  énoncés,  qui,  si  je  ne 
me  trompe,  exigent  quelque;  corrections.  Dans  le  pre- 
mier énoncé,  les  droites  B,  D  et  le  point  m  sont  des  élé- 
ments fixes  superûus  à  la  construction  du  point  variable/). 
n  suffirait  de  dire  :  «  Si  tes  côtés  ap,  cp,  acà'un  triangle 
»  variable  acp  tournent  aulour  de  trois  points  fixes 
»  /,  s,  o,  et  sî  deux  sommets  a,  c  glissent  sur  deux  droites 
M  fixes  Â^C,1<-'  troisième  sommet/^  décrira  une  conique.» 
C'est  le  célèbre  théorème  de  Maclaurin  et  Braikenridge. 
Si  le  lieu  du  point  p  doit  être  une  cubique  (courbe  du 
troisième  ordre),  il  faut  modifier  les  données  de  la  ques- 
tion. 

Le  deuxième  énoncé  n'est  pas  complet.  On  n'y  trouve 
pas  de  données  suffisantes  pour  définir  un  lieu  géométri- 
que, n  Iftut  lire  :  u  Si  les  côtés  ab,  bc,  cd,  da,  et  la  dîa- 
»  gonale  hd  d'un  quadrilatère  plan  variable  abcd  tonr- 
»  nent  aulour  de  cinq  points  fixes  o,  p,  ç,  r,  s,  et  les 
u  sommets  a,  c,  qui  sont  au  dehors  de  la  diagonale,  glis- 
»  sant  sur  deux  droites  fixes  M,  N,  chacun  des  autres 
»  sommets  ft,  tJ décrira  une  cubique.  » 

Ce  beau  théorème  a  été  donné  par  un  éminent  géomè- 
tre allemand,  M.  Hermann-Gnnther  Grassmann,  deStcl- 
lin  {*),  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  i.  XXXI  du 
Journal  de  Crello,  p.  iit-i3a;  1846. 

i')  ProfeueuT  au  cynaïae  de  SKtlin.  Hé  ùam  ccllo  Tille  en  1S09. 
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A  l'occasion  de  ces  ihéorèmes  qui  se  rapporlcnl  k  la 
géométrie  des  intersections,  je  ce  pais  m'empêcher  de 
mentionner  une  méthode  très-expëditive  et  très-curieuse, 
dont  la  première  id^  parait  appartenir  è  Leibniz,  mais 
qui  a  été  vraiment  établie  par  M.  GrasHuann  dans  un 
ouvrage  intéressant  (die  Wissenschaft  àer  extonsiven 
Grosse  oJerdie  Ansdehnuitgslehre),  imprimé  à  Leipzig 
en  i844]  et  dans  des  Mémoires  postérieurs  (Preisschrif- 
ten  gehront  und  herausgegeben  von  derjursllich  Jahlo~ 
nowshi'schen  Gcselfsckaft,  Leipzig,  1847,  Journal  de 
Cretie,  t.  XXXI,  XXXVI,  XLH,  XLIV,  XUX,  LD). 
Excepté  MM.  Mobius  (Preisschriften,  etc.,  ut  supin)  et 
Bellaviti5  (j^Ui  deW  Isiitulo  Fenelo,  décembre  i854), 
je  ne  sache  pas  que  quelque  géomètre  ait  donné  aux 
recherches  de  M.  Grassmaiin  l'attention  qu'elles  mé- 
ritent. 

Je  vais  reproduire  ici  les  premières  définitions  et 
convenlions  de  cette  ingénieuse  théorie,  que  l'auteur 
nomme  analyse  géométrique.  Je  désignerai  toujours  les 
points  par  de  pelites  lettres,  et  les  droites  par  des  lettres 
majuscules. 

Première  défiiiilion.  ab  représente  la  droite  qui  joint 
les  points  aetb. 

Deuxième  définition.  AB  représente  le  point  commun 
aux  droites  A  et  B. 

Conventions.  Ob  pose  : 

d^  =  o  si  les  points  aelb  coïncident  j 

AB^  o  si  les  droites  A  et  B  (indéfinies)  coïncident; 

aB=o  oubienBa^o  si  le  point  a  est  sur  ladroiteB. 

Cela  posé,  soient  a,  b  deux  points  fixes,  x  un  point 
variable  : 

est  l'équation  d'une  droite,  car  elle  exprime  que  x  est 
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toujours  sur  ab.  Du  mOçric 

ABX  =  o 

est  l'équation  d'un  point,  enveloppe  de  la  droite  mobile  X. 

M.  GrassDiann  démontre  ta  proposition  qui  suti,  et 
qui  est  la  géuéralisatioii  du  théorème  de  Pascal  [hexa- 
gramnta  mysticum). 

a  Si  un  poiut  X  mobile  dans  nn  plan  est  assujetti  à  )a 
M  condition  qu'un  certain  point  et  une  certaine  droite, 
»  déduisibivs  Aa  ço\n\.  x  et  d'une  sériedepoiotset  droites 
n  fixes  au  moyen  deconstnictlonj;  exécutées  avec  la  seule 
M  règle,  doivent  tomber  l'un  dans  l'autre,  et  si  lepoiutit 
D  a  été  employé  n  fois  dans  ces  constructions)  le  lieu  du 
»  point  X  sera  une  courbe  de  l'ordre  n.  ■» 

L'auteur  donne  aussi  le  théorème  corrélatif  pour  la 
génération  des  cburbes  de  la  classe  n,  et  les  propositions 
analogues  dans  l'espace  pour  la  génération  des  surfaces 
algébriques.     . 

La  construction  du  point  variable  x  [p)  d^ns  le  pre- 
mier énoncé  rectifié,  question  499,  est  représentée  par 
l'équation^/ARiméinfue  (selon  l'appellation  deM.  Grass- 


(  la  droite  xs  coupe  C  dans  un  point,  la  droite  qui  passe 
par  ce  point  et  par  o  rencontre  A  dans  un  autre  point  qui 
avec  /  donne  une  droite  passant  çarx). 

Celle  équation  contient  deux  fois  l'élément  variable  x, 
et  pal'  conséquent,  selon  le  théorème  général  de  M.  Grass- 
mann,  elle  appaiiicnl  à  une  conique.  Cette  conique  passe 
par  les  riuc|  poiiils  : 

.<,    /,  AC,   soK,    hC; 

ce  ((ui  esl  évidinl,  pane  que  chacun  tl'i'ux  satisfait  idcn- 
liqnrnu'iit  iVquatiou  de  la  couibe. 
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Dans  l'autre  énonce,  question  499,  la  coDstriiction  du 
point  variable  x  (b)  est  indiquée  par  J'équalloa  planïmé- 
triquc  qui  suit  : 

{xpVq){^otlLr){xs)=o 

(exprimant  que  les  trois  droites  xpNq,  xoMr,  xs  pas- 
sent par  UD  même  point).  Celte  équation  contient  trois 
fois  le  point  variables;  donc  elle  appartient  à  une  cubi- 
que. On  trouve  aisément  que  celle  courbe  contient  les 
neuf  points  : 

t>,  p,  s,  MSj  (pq)  {or);  çjN,  mM,  pqM,  o/-N. 

M.  Grassmanu  démontre  que  l'équation  ci-dessus  est 
complètement  générale,  c'est-à-dire,  elle  représente  toute 
GOnrbe  plane  du  troisième  ordre. 

LaquestioD4SI4  {Nouvelles  Annales^i.  XVUI,p.444) 
est  un  autre  théorème  de  M.  Grassmann  {Journal  de 
Creïle,  t.  XXXIj.La  coQstructiondupointvariablex:  {q) 
donne  l'équation  planimétrique 

(.»A)(»JB)(.«C)  =  o, 

exprimant  que  les  trois  points  xaÂ,  x6B,  xcC  sont  en 
ligne  droite.  L'équation  contient  trois  fois  l'élément  va- 
riable x,  donc  le  lieu  de  la  question  494  est  une  cubique^ 
qui  passe  par  les  neaf  points  : 

a,b,t,  BC,  CA,  AB,  bck,  mB,  abC. 

Soit  X  la  droite  variable  qui  contient  les  trois  points 
xak,  xtB,  xcC  :  on  aura  évidemment 

{XAfl){XBi){XCe)  =  0; 

donc  U  droite  X  enveloppe  une  courbe  de  la  troisième  ' 
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classe,  qui  touclic  les  neuf  droilcs  : 

A,B,  C,  bc,ea,  <i&,BC<i,  CA£,  AB<^. 

Ainsi  on  peat  regarder  comme'  résolues  les  ques- 
tions 494  ei  499. 

Propriété  âe  la  cubique  gauche. 

J'ai  trouvé  celte  propriété  en  m'occupant  de  eetle 
courbe  à  double  courbure  dans  ma  solution  de  la  question 
■435  [Nouvelles  j4nnales,  t.  XVIll,  p.  igg). 

a  Par  une  cubique  gauche  osculée  par  le  plan  à  l'infini 
»  passe  un  seul  cylindre  du -second  ordre,  et  ce  cylindre 
»  est  parabolique.  »  J'ai  énoncé  cette  proposition  dans 
mon  dernier  Mémoire  inséré  dans  les  Annaîi  lU  Mate- 
matica  (Rome,  juillet  et  août  1869)  1  Intorno  aile  coni- 
che  inscritle  in  una  stessa  superficie  sviluppahiledel 
quart'  ordine.  Or  voici  le  nouveau  théorème. 

<[  Pour  chaque  plan  parallèle  au  cylindre,  la  conrite 
»  admet  un  système  de  cordes  parallèles  à  ce  plan,  dont 
»  les  pointa  milieux  sont  situés  sur  une  même  droite 
»  (diamètre).  Ce  diamètre  passe  par  le  point  de  la  cn- 
u  bique  gauche  où  elle  est  touchée  par  un  plan  parallèle 
w  aux  cordes;  il  est  la  droite  d'intersection  du  planoscu- 
»  laleur  avec  le  plan  asymptote,  qui  correspondent  à  ce 
y  même  point  (par  chaque  point  de  la  courbe  passe  un 
M  plan  asymptote,  c'est-à-rdire  ungenl  Ji  l'ioBni,  et  tons 
M  ces  plans  sout  parallèles  entreeux). 

M  Donc  par  chaque  point  de  la  courbe  passe  un  dia- 
n  mètre,  qui  bissecto  les  cordes  parallèles  au  plan  qui 
a  louche,  sans  osculer,  la  courbe  au  même  point.  Tous 
Il  ces  diamètres  sont  parallèles  à  un  même  plan,  savoir  à 
»  la  direction  des  plans  asymptotes,  cl  fonnent  une  sur- 
■I   face  du  troisième  ordre, 

M  La  eourbo  admet  au  moins  un  point  (et  au  plus  trois) 
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»  OÙ  la  droite  langealc  et  le  diamètre  correspondant  se 
H  rencontrent  sous  un  angle  droit.  » 

On  voit  par  là  la  frappante  analogie  entre  cette  courbe 
à  double  courbure  et  la  parabole  ordinaire  (*). 


«DBSTIOIIS. 


540.  Dans  one  ellipse  donnée  inscrire  un  triangle  é^uî- 
iatéral  dont  le  cAté  soit  i°  un  maximum,  a"  un  mini- 
mum. 

5ii .  Même  question  pour  le  triangle  équilaléral  cir- 
conscrit. 

K43.  Supposons  que  2*  puisse  se  d^omposer  de  n  ma- 
nières en  produits  dit  facteurs  inégaux  (i. s*  compris); 
démontrer  que  4z*  peut  se  décomposer  de  n  manières  et 
pas  davanuge  en  différence  de  deux  carrés  entiers. 

543. 

ax—  by^x*  —  j',      a-\-  b  =  &, 

bx-\-ax  =  ^^y,  a~~bz=  d', 

4x  =  (c>  +  rf')((^  +  rf),   4x  =  (c'  +  ''')(«-rf). 

544. 

Changeant  dans  ce  polynôme  n  signes  et  désignant  le  nou- 
veau polynôme  par  Q,  combien  FQ  renfermc-t-il  de 
quantités  irralionuctIcsP 

(')  On  peut  consulter  la  Mémoire  (naiflix  da  M.  Cremonidana  Crelle, 
I.  LVIII.p.  i38,  ifi6o.  qui  tient  de  paraltro.  Onydteco  Ihcorèmo  remar- 
quiLIi:  doCnylcy  i  ■  Toute  iurfaco  rc|>l6a  (  non  déraloppablc)  cil  d'une 
cltsic  tQi\is  ï  ion  ordre.   • 
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THfiMUE  GtmRALE 
i  SYSTÊMKS  W  RAYOKS  RKCTILIGNES  (*)-, 

-     P»  H.  E.-E.  KUHUER. 

Canj.E ,  t.  LVII. 

Tbadoit  p*k  m.  E.  DEWULF, 
Capitaine  du  GiSnis. 


On  a  peu  étlidié  jusqu'ici  dan*  toute  leur  généralité 
les  systèmes  de  rayons  reclil ignés  qui  remplissent  tout 
t'espace  ou  une  partie  de  l'espace  de  telle  manière  que, 
par  chaque  point  donne,  il  passe  un  rayon  ou  un  nombre 
dt^lerminé  de  rayons.  Dans  les  recherclies  géométriques, 
on  s'est  occupé  surtout  d'un  système  détermin;é  de  rayons, 
savoir  :  celui  où  tous  les  rayons  peuvent  être  considérés 
comme  normaux  à  une  même  surface.  La  théorie  de  ce 
système  a  la  connexion  la  plus  iniiine  avec  celle  de  la 
courbure  des  surfaces.  Les  propriétés  les  plus  remarqua- 
bles de  ce  système  ont  été  trouvéespar  Monge  et  exposées 
par  lui  dans  V  Application  tle  F  analyse  à  la  géométrie  (**) . 
Comme  les  systèmes  de  rayons  reciilignes  dans  l'espace 
ont  une  grande  importance  dans  l'optique,  leur  théorie  a 
souvent  été  étudiée  comme  question  de  physique-,  mais, 


(*)  Ce  Mémoire  esl  un  modèle  de  ^métrio  «nalTtiquc  d'une  ^nnde 
récoodlté  théorique  et  physique  et  il  eit  élémentaire.  Je  donne  ce  nom  à 
tout  ce  qui  eitbien  éloge,  bioa  éclairé,  à  ce  qui  n'eiige  point  d«  pM  tnip 
élevés.  Lo>  ouTngea  d'Euler,  de  Lagranijc  loiit  plus  èlemfMtairei  que  c«r- 
lainn  STitlimétiqaee.  (  NoU  du  lUdactemr). 


(")  5'  édilûn,  par  M.  Uouiille;  i85o, 
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à  ce  point  de  vue,  on  n'a  guère  ëiudié  nuii  plus  que  les 
systèmes  du  rayons  normaux  à  une  mfimc  surface.  Là 
théorie  générale  de  ces  rayons  a  conduit  d'ulie  manière 
remarquable  à  uu  des  plus  beaux  théorèmes  de  l'optique, 
au  théorème  do  Malus  généralisé  pai-Dupîn.  Voiti  1'^ 
nonce  de  ce  théorème  :  Tous  les  ^sternes  lumineux  issus 
iTun  point  sont  normaux  à  une  même  surface  après 
avoir  subi  un  nombre  Çuelcontfua  de  réflexions  sur  des 
surfaces  quelconques  données  et  un  nombre  {quelconque 
de  réfractions  par  la  pussage  au  travet-s  de  milieux 
limités  jouissant  de  pouvoirs  réfringents  différents.  Celle 
propriété  n'appartient  pas  aux  systèmes  Irréguliers  de 
rayons  que  l'on  obtient  après  le  passage  de  Jâ  lumière  â 
travers  les  cristaux.  Ces  rayons  Forment  des  systèmes  qui 
ue  sofit  plus  uormaux  à  une  même  surface  et  que,  pûut 
cette  raison,  on  a  nommés  systèmes  irrégutiers.  Quoique 
les  cristaux  ne  donnent  naissance  qii'i  certains  systèmes 
particuliers,  ils  Ont  cependatit  amené  l'étude  des  sys- 
tème» les  plus  généraux  de  rayons  rectilîgnes. 

A  ma  connaissance,  ces  systèmes  ont  éié  étudies  pour 
la  première  fois  par  HamiltOn,  dans  les  T/'ansac- 
tions  ofthe  royal  Jrish  Academy,  l.  XVl,  dans  iiu  sup- 
plément à  don  grand  traité  :  Theory  of  Systems  of  rays, 
où  tl  ne  les  avait  pas  encore  considérés.  Ce  traité,  rédigé  en 
vue  de  l' optique,  ne  renferme  qUe  les  systèmes  réguliers 
et  leurs  modl&cutîons  par  réQcxions  ei  réfractions,  et  tes 
système*  irréguliers  donnés  par  le  passage  de  la  lumière 
à  travers  les  cristaux.  Dans  ce  premier  supplément, 
Haniilion  part  de  principes  pliysiques  et  notamment  de 
celui  du  moindre  travail,  et  II  chorchc  a  déduire  les  pro- 
priétés géométriques  du  système  général  de  rayons  rccii- 
lignes,  de  la  formule  que  donne  ce  principe.  Il  a  décou-i 
vert,  par  cette  voie,  une  suite  de  propriétés  remarquables 
du  système  le  plus  général  de  rayons.  11  semble  que  ces 
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propriétés  soient  peu  connues,  car  il  n'en  est  pas  fait 
mention  dans  les  Mémoires  qui  ont  paru  depuis  sur  le 
même  sujet.  Approfondir  de  nouveau  cette  théorie  traitée 
pour  la  première  fois  par  Hamiltoa  en  employant  la 
géométrie  analytique  à  trois  dîmcnsious,  la  compléter  eD 
quelques  points  importants,  lel  est  le  but  de  ce  Mémoire. 

§  I.  ' —  Formules  et  notations. 

Un  rayon  rectilîgne  du  système  sera  déterminé  si  l'on 
donne  un  point  Xyj,  z  (coordonnées  rectangulaires)  de  ce 
rayon  et  les  angles  que  ce  rayon  forme  avec  les  trois  axes 
des  coordonnées.  Soient  g,  n,  ^  les  cosinus  de  ces  angles. 
La  relaUoQ  qui  lie  entre  eux  différents  rayons  et  qui  en 
forme  un  système  pourra  être  donnée  de  la  manière  sui- 
vante :  les  six  quantités  x,  y-t  'i  £>  ^f  C  ^^"^  ^^^  fonc- 
tions  continues  de  deux  variables  indépendantes  u  et  v. 
D'après  cela,  les  points  {^x,y,z)  se  trouvant  sur  une  cer- 
taine surface,  les  rayons  du  système  peuvent  être  con- 
sidérés comme  issus  des  divers  points  de  celte  surface.  Un 
point  d'un  rayon  sera  déterminé  par  sa  distance  à  l'ori- 
gine du  rayon.  Cette  distance  est  comptée  sur  le  rayon, 
nous  la  désignerons  par  r  et  uous  la  nommerons  abscisse. 

Considérons  deux  rayons  du  système.  L'origine  du  pre- 
mier rayon  et  sa  direction  sont  déterminées  par  x,  j',  z^ 
Ç,  M,  Ç.  Pour  le  second,  ces  mêmes  quantités  deviennent 
H- Aj:,  / -t- A^,  i-H  Az,  J  +  AÇ,  n+ An,  Ç  -t-  AJj 
^x,  A^,  etc.,  ont  des  valeurs  finies.  La  relation  qui 
existe  entre  ces  deux  rayons  sera  connue,  si  l'on  déter- 
mine: l'angle  t  qu'ils  forment  entre  eux,  la  longueur />  de 
leur  plus  courte  distance  et  la  direction  de  cette  plus  courte 
distance,  ou  le  cosinus  x,  X,  fJ  des  angles  qu'elle  forme 
avec  les  trois  axes,  et  enfin  l'abscisse  r  du  pied  de  cctlc 
|ilits  courte  distance  sur  le  premier  rayon.  La  géométrie 
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analytique  doinic  ces  quatre  (juaniîiés  en  fonction  des 
cooi'donnécs  des  origines  des  dcus  rajons  cl  de  leurs 
directions,  conime  il  suit  : 

(i)     COS.  =  S(5  +  iO  +  "(«  •+■  *«)  -t  S(5  +  AÇ)t 

(2)  sin'.  =  (.iAÇ  — IMï,)'+{;4Ç-Çin):  +  (ïifl— Bil)*, 

(3)  ;>sin.  =  {«ii;— ;in)ajr+(UÏ-ïiS)ir  +  (W''  — "45)4*, 
...  nK  —  i^iv      ,      çaE-'-uc  Si»  - «aç 

(4)  1  =  : I       *  =  : »       f  = ; ) 

(5)  tp  =  xCix  +  \Ay  +  fxA», 


{6) 


.t=[ft(n  +  i^)-Hi;+di;)ldx 


[x(ç+ùi;)-;,{ç+ù?)]4r-!-[i(ç+Aï)-,(„+i,)]ii. 
Ao  moyen  des  relations 

(ï  +  iï)'-H  {-1  +  A«)'+  (Ç  H-  iÇ)==  I, 
d'où  Ton  déduit 

(7)  ÇAe+nifl+ui;=—  -(iÇ'+AV4-4ç=), 

on  peut  mettre  les  expressions  de  cos  t,  sin  e,  /'  sous  la 
foiine  suivante  : 

(8)  cosi=  I  — -(AÇ'  +  Afl'+ii;'), 

(9) 

\  rsin't  =  — (iriÇ  +  iran+4îAÇ.)+  -  (AÇ'  + An' +  iÇ') 

(  X  [ir(e  4-  AÇ)  -H  ij'(„  +  i^)  +  Ai(î+Ai;)]. 

Considérons  les  distances  des  deux  rayons  en  chacun 
de  leurs  points,  ces  distances  étant  mesurées  par  les  per- 
pendiculaires abaissées  des  différents  points  du  second  sur 
le  premier,  nommons  q  les  longueurs  de  ces  perpeodicu- 
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laires,  R  les  aliscisscs  lin  leurs  pïciU  sur  le  premier  rayoïi, 
x\  X',  ft'  les  cosinus  des  angles  qu'elles  forment  avec  tes 
trois  axes  ;  nous  avons 

(R-P}(g-4-A6) 

(il)  jîl'^i/  — R,H 

/     '    .      „.  .  (R-p)(i:  +  *i:i 

Nous  avons  posé,  pour  abréger, 

Supposons  que  le  second  rayon  se  rapproche  în6ni- 
oient  près  dii  premier,  de  manière  que  les  dilTérences  Ax, 
Af,  etc.,  deviennent  les  dlflérenti elles  rfx,  dy,  eta.  Les 
quantités;},  7,  e  deviennent  infiniment  petites,  désignons- 
les  par  dft,  dq,  dt.  Les  inflnïntent  petita  d'ordre  lupé- 
rîeur  disparaissant,  il  vient 

(,3)     «=— ^; .     X= ^;—^    ,  =  _-^— . 

(i4)  dp  =  %dx  +■  Xdjr  +  i^dt, 

_      dxJi  +  dj-dT,^dtdZ 
*'*'     '■-  di'+d„'-i.dv     ' 

!*'dq  =  (ir-t-  Rrf6  —Uidx  +  «rfr  H-  CrfiJ, 
i'  rfî  =  rfr  +  R  rfn  —  n  (5  rf*  +  n  rf/  +  i;./i  ), 
n'rfy  =  A  +.  ttrfi;  —  t(ï^  +. t rfj  +  Ci/i), 

X,  y,  s,  Ç,  M,  Ç  étant  des  fonctions  des  deux  variables 
iudépcodanles  »  ei  v,  leurs  différent) elles  peuvent  s'ei- 
primcr  par  les  quotients  diflcrentiels  parlicls  pris  par 
rapport  n  ti  et  à  c,  et  par  les  difTérenli  elles  4ii  et  tti-. 
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Nous  emploioroas  les  mâmes  iiolalioiis  que  Gauss 
dans  SCS  Disquisiliones  générales  circà  superficies  cuivas 
pour  les  premiers  qaotienu  difTérenlicls  partiels  et  pour 
les  expressioits  qui  résultentdeleurs  combinaisons;  ainsi 
nous  posons 

{17)  dx=:ttdii  +  a'da-,  djr  =  bda -^  h' Av ;  dt^eda  +  c'dv; 
{18)       l>c'-~l>'e  =  Ji,     Çfl'— ac'=B,      nb'  —  ba'=:C, 
(ig)  a'-hb'-i-e'=E,    no' +**'■+-«:'= F,    o"+fi"4-e''=G  ('). 

Nous  emploierons  des  notations    analogues   pour    les 
quotients  ditTerenticIs  partiels  des  quantités  ^,r„  f  et  poul- 
ies esprcssious  qui  résultent  de  leurs  combinaisons  : 
(20)  d^=a/tu+a.'tb'i     rfii=brfM-|-b'(/p;     dli=xdu+c'di; 
(ai)  bc'  —  d>'=Jt,     en' — a&  =  i!b,    ab' ■— ba' =:  S, 
(aa)  a'+b*+c'=£,    aa'+bb'+cc'=^,    a''+b'>+c"=g. 

Par  suite,  nous  avons 
(a3)  A,'4-  ta."  +  C  =  £ff  —  ^'  =  4'  - 

Plus  loin,  nous  emploierons  aussi  les  abréviations  sui- 


(^) 


/  a»  +  bh-hc 


(aa,'  -t-  A  b'  -H  ce'  =  f  ', 
<i'a'+6'b'+c'c'=g. 


Le  quotient  des  diirérentîelles  des  deus  variables  indé- 
pendantes du  et  fff  sera  représenté  par  /,  ainsi 

(^)  s- 

De  l'équaiiou 
(')  Toii  Kou-elUt  Àmu^t,  I,  XI, p.  i0;  iSSi. 
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qui,  (lifTc-rtintiée  sucrcssivcmcitl  par  rappuri  : 
donne 

(16) 

on  tire 


{a  +  iib  +  ïc  =  o, 
ïa'+il>'4-i:c'=o, 


nous  emploierons  ces  expressions  avec  avauiage. 

Les  valeui-s  de  Ç,  n,  ^  sont  indéierminécs  dans  le  cas 
où  A  =  o,  car  t' équation  A^o  entraine  les  équaiions 
X=o,  «1=0,  e  =  o.  Ce  cas  ne  se  présente  que  pour  un 
système  particulier  de  rayons,  et  dans  sou  étude  il  exige 
une  légère  modïGcatioi)  dans  les  méthodes  générales. 
Nous  ne  le  considérerous  pas  spécialement,  le  système  de 
rayons  correspondant  peut  être  considéré  comme  une 
limite  du  système  général. 

§  II.  —  Points  limites  des  plus  cotu'ies  distances  dun 
rayon  à  un  rayon  infiniment  voisin. 

Ea  remplaçant  (£r,  dy,  dz,d^,dr!,  </Ç  par  lés  quotients 
différentiels  et  les  dilTéreaiielIcs  des  variables  indépen- 
dantes, l'expression  (i5)  de  l'^ibscîsse  du  point  du  pre- 
mier rayon  le  plus  rapproché  d'un  rayon  inGniment 
voisin  sera 

Pour  une  certaine  valeur  de  t  =  --j-t  cette  expression 

donne  la  plua  courte  distance  du  premier  rayon  à  un 
rayon  infiniment  voisin  déterminé.  On  obtient  toutes  les 
valeurs  de  r,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  /'qui  correspon- 
dent à  tous  les  rayons  infiniment  voisins,  en  faisant  vaiier 
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fde  —  00  à+ao.La  valeur  de  r  ne  pent  Être  nulle  pour 
«ncunedes  valeurs  de  t,  puisque  C<^ — ^'=A.'+ifc*+S* 
n'est  jamais  négatif  j  nous  écartons  le  cas  où  ^t,'  —  >7*=o. 
Donc,  les  valeurs  de  r  ne  peuvent  jamais  être  infinies  et 
doivent  rester  comprises  entre  certaines  limites  données 
par  le  maximum  et  le  minimum  de  r.  On  a  donc  le  théo- 
rème suivaut  : 

Les  pieds  des  plus  courtes  distances  tfun  rayon  à 
tous  les  rayons  infiniment  voisins  qui  t'entourent,  se 
trouvent  tous  sur  un  segment  déterminé  de  ce  rayon. 

Egalons  à  zéro  le  quotient  différentiel  de  r  par  rapport 
à  t.  Cette  équation  nous  donnera  les  valeurs  de  t  qui  dé- 
terminent les  points-limites  (extrémités  du  segment) 

(s)  (C+ngt+qe)  (f^-f'-^  3gt)~[e-hf+P)l+gP](^+^gt)=o, 

ou  en  simplifiant 

(3)  [g*-  ;  (r+r)s]  e-^tg-sc)l+  [j  (f+rj  c-t/]=o. 

Soient  tt  et  t^  les  racines  toujours  réelles  de  cette  équa- 
tion quadratique,  on  a 

(4)  ;^:=       T'        •    '■'■^~ 

s-*-;('-t-ns        B-'*-j(f+ns 

De  U,  on  tire  ces  deux  équations  remarquables  : 

(5)  C  +  ^{t,  +  i^)  +  qt,t,  =  o, 

(6)  e  +  i{f^.f,){,,^.fO-f-g*,/.  =  o, 
auxquelles  on  peut   ajouter  celles-ci   qui   se  déduisent 

AnH.  dt  Malhémnl..  t.  XIX   (Oclobro  1860.)  ^4 
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(7)  t  +  j.fi,  +  ij(;  =  (i, -(,)(.*  +  (,■!,), 

(8)  C  +  j,T,,  +  ç,',;=(,.-<,)(.'*  +  g'.), 

(9)  (■*+g'.)(*+<j'.)=-«'. 

Si  l'on  désigne  par  r,  et  r,  tes  valeurs  extrêmes  de  r 
qui  correspondent  àf^f,  etl=  Ii,  on  a 

,„,  , ,+{l  +  V);  +  t,\ 


Au  moyen  de  l'équation  (a)  on  peut  donner  à  c 
expressions  les  formes  plus  simples  : 

c  +  I{f+r),.        id  +  rt  +  y,. 

(l4)      r,  = i -. =  — 3 


Si  l'on  élimine  ti  et  t|  entre  ces  équations,  on  obtient 
l'équation  quadr&tique  suivante  dont  les  racines  toujours 
réelles  r,  etr*  sont  lesabscisses  des  points-limites  des  plus 
courtes  distances  d'un  rayon  a  tous  les  rayons  infiniment 
voisins  : 

(»51        î  , 
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On  tire  de  celte  équation 

( .,  ,.,_-le'^-"+'''-'^  +  'fil. 


(,6) 


rC  +  f')" 


Le  segment  sur  lequel  se  trouvent  les  pieds  de  toutes 
les  plus  coanes  distances  d'un  rayon  à  tous  les  rayons 
infiniment  voisins  est  égala  la  difTérence  des  abscisses  des 
points-limites.  Désignons  par  -àcI  la  longueur  de  ce  seg- 
ment, par  m  l'abscisse  du  point  milieu  des  deux  points- 
lîmiles,  on  aura 


SOLUTION  DBS  QUI&TIONS  DK  L'ALGÈBM  lERTIUKD 

(lOln.  ini.p.  11); 


X,  Trouver  la  somme  des  carrés  des  coefficients  du 
binàme.  Cette  somme  peut  être  représentée  par  les  deux 
formules 

a«(an-i)    ■   tn-f-i)       a.6.io.i4...(4»-a). 
1.2.3...»  '  1.3  3. ..«  ' 

prouver  que  ces  deux  formules  sont  équivalentes. 
Bemarquons  d'abord  que  l'expression 

an(a/.-i)...i«+i) 


24. 
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représente  le  iiombrc  de  combinaisons  de  2  n  leiires  n  à 
n.  Or,  pour  former  ces  combinaisons,  supposons  qu'on 
agisse  de  la  manière  suivante  : 

On  parUge  ces  a  n  lettres  en  deux  groupes,  chacun  de 
R  lettres. 

Puis,  ne  prenant  d'abord  dans  le  premier  groupe  au- 
cune lettre,  on  prend  toutes  celles  du  second  groupe;  ce 
qui  formera  une  des  combinaisons  cheichées. 

En  second  lieu,  on  prend  une  lettre  dans  te  premier 
groupe,  ce  qui  peut  se  faire  de  n  manières,  cl  on  la  com- 
bine avec  n  —  1  lettres  du  deuxième  groupe,  ce  qui  peut 
encore  se  faire  de  n  manière*.  On  aura  ainsi  n*  combi- 
naisons. 

En  troisième  lieu,  on  prend  deux  lettres  dans  le  pre- 
mier groupe,  ce  qui  peut  se  faire  de manières, 

et  l'on  combine  chacun  de  ces  produiu  avec  n  —  3  let- 
tres du  deuxième,  ce  qui  donne  pour  chacun  des  produits 

de  deux  lettres  du  premier  groupe  — '  produits.  On 

aura  donc  en  tout  (  — 1   combinaisons. 


("-^) 


En  imaginant  que  l'on  continue  ainsi,  il  devient  évî' 
dent  que  l'on  a 

a»(3)i— l)(a«  — 3)...(a-M)_ 


.,.(^.)% 


Remarquons  maintenant  que  l'on  a 

(a)      î«(2fl-l)...(«4.,)  =  a.6.IO.l4...(4«-2). 

En  effet,  réalité  est  vérifiée  quand  on  fait  n  =  1 ,  il 
suflît  dont  de  prouver  que  si  cette  égalité  a  lieu  lorsqu'on 
j  change  n  en  n  —  i ,  l'égalité  (a  )  elle-même  aura  lieu. 
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(3,3) 
Supposons  donc  que  l'on  ait 

(a«  — »)(2«  — 3)...{n  +  i)ii  =  a.6.io...(4»  — 6); 

en  moldpUant  les  deux  membres  par  4"  —  S)  on  tombe 
■UT  Tégalit^  (a  )  ;  donc  cette  égalité  est  démontrée. 

La  somme  des  carrés  des  coefficients  du  binôme  peut 
donc  encore  être  représentée  par  la  formule 


1.3.3.. 

XI.  Prouver  que  si  dans  la  somme 

S  =  '~'^  +  (i  — *)("— ^)  _^ _ 
^   (.-^•)(a-ar)...(fl— -;■ 


on  fait  X  =  a",  cette  somme  devient  ^ale  à  n. 

Si  dans  l'expression  de  S  on  fait  x  =  a",  tous  les 
termes  après  le  dernier  écrit  dans  celte  expression  s'an- 
nulent, et  en  désignant  par  S,  le  résultat  de  la  substitu- 
tion, on  a 


1  — a" 

= h 

,-«■)( 

— 

■"'U 

1  — 

a> 

1    (—«■)(' 

—  «-'). 

..( 

-«)  ■ 

1  — rt- 

(,-«•)(,- 

«—)... 

■- 

a—    1 

—  a^' 

(■-"-')•• 

(,-«- 

')( 

-1/-/-'] 

1  —  a^ 

+  {l-a'-).     .fl~a'-F)a'-F-; 
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donc! 

n  aura 

S.  =  - 

-<r"  _^i 

-""')('-■■-+, 

+  <- 

-a-]... 

'-."■I"— 1+.-  +  ,^.< 

-«■)+... 

+  a-(>-»-l,..(.-a')(,-.). 

Posons 

A,=  <i-  +  a-'(. -«')  +  ..    -i-a'{,~a-)...f,~a']{,~a), 

et  nous  aurons 

S,=  S,_,+  A. 
et 

Xto— ' +  «•-'{!— «^')  +  ...+a.(i  —  a*-<)...{i  —  «')ti  — a), 

A,=  û-+(i  — fl")*^,. 

Oi'  on  a  Ag  =  I  ;  donc,  d'après  cette  dernière  formule, 
onauraAi  =  i,  A,=:i,, . .,  A„  =  1. 

D'antre  part  on  a  S,  =  1  ;  donc  on  aura  S^^a, 
S,  =  3....,  S„  =  n. 

XIU.  Ou  donne  l'éqiuiîon 

o^-t-  by'  -*~  et'  +  ndx'j'  4-  zrx'z'  +  aj^U' 
+  /nr  -t-  /ix'  +  pt'-+-  t/  =  o. 

Trouver  entre  quelles  limites  peut  varier  x*  -t-  j'*  +  *'. 

Commençons  par  ûrer  z*  de  l'équation  donnée  pour  te 
porter  dans  l'équation 

et  nous  chercherons  ensuite  entre  quelles  limites  peut 
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varier  u.  En  tirant  z'  de  l'équation  donnée,  un  a 


3C 

±v'Ajr'+ 

B  j;'f-'  +  C  jH  +  Vy'+  E«'4-  F 

en  posant 

*=^-^'. 

.=^/, 

c=i 

OC 

c' 

0  =  ^^, 

^=^ 

— , 

F  =  e 

4.- 

Portant  z'  dans 

•eipre.sion 

de  II 

on. 

«=':^%- 

-'-i^^' 

_£. 

Résolvons  cette  cijtiation  par  rapport  i  x*)  ^^  V*^'  ^^^ 
rhassons  d*abord  le  radical,  ce  qui  nous  donne 

(=  Aj-'-l- B*'j--  +  Cx' 4- D^*+ E«>  +  F. 

En  résolvant  celte  équation  par  rapport  à  y*,  on  trou- 
vera une  expression  de  la  forme  suivante 


^,  P  et  Q  étant  des  quantités  qui  contiennent  u ,  et  a  et  N 
étant  des  quantités  qui  ne  le  contiennent  pas. 

■y*  doit  d'abord  être  réel,  il  faut  donc  que  l'on  ait 

(n)  Sx>-*-Px'-i-  Q>o. 

N  peut  être  positif  ou  négatif.  S'il  est  o^atif,  il  faudra 
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que  x'  soit  compris  entre  les  deux  racinei  de  l'équation 

ce  qui  exigera  que  l'on  ait 


P  et  Q  4tant  fonctions  de  u,  ces  deux  inégalités  nous  in- 
diqueront des  limites  de  ».  Si  N  est  positif,  l'iD^alité  (n) 
pourra  toujours  avoir  lieu,  quelle  que  soit  u,  et  la  réalité 
dey*  ne  donne  plus  de  conditions.  Enfin  il  faudra  que 
jr  soit  réel,  ou  que  ^'  soit  positif,  et  pour  cela  il  suffira 
que  la  plus  petite  valeur  àejr'  soit  positive.  Or,  en  résol- 
vant l'équation  (  Ç)  par  rapport  à  x*,  ou  aura 

:t'=  a,  r' +  p,  ±:  VrTF+piF+Q^  ■ 

Soient j^;  ety\  le*  racines  de  l'équation 

N.tf'+P.w-i-Q^o, 
on  aura 

jr',=^l'u.'-t-fL'll+*'. 

Supposons   N,  <|u,  nous   cliercherons  entre   qtu^lei 
limites  doit  varier  u,  pour  que  la  quantité 

soit  jJns  grande  ou  plus  petite  que  zéro.  On  trouvera 
ainsi  que  /«  est  minimum  quand  u  varie  entre  u,  et  v, ,  et 
l'on  posera 

((>•«,,     «■<«„     Va'  +  (i'«-H»'>o. 
On  trouvera  aussi  que^,  est  minimum  quand  u  varie 
depuis  — «jusqu'à  h,,  et  depuis  Ut  jusqu'à +  ao  ,  et  l'on 
«urs 

»<C.M,     ou     u'^u,     avec     Xii'  +  jhm  +  v]>o. 
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Si  Ni  était  >o,  on  exprimerait  encore  que  le  minimum 
de_y  est  >  o. 

XJV.  Entre  quelles  limites  peut  varier  l'expression 

(*  + 7)'  + (j- -»-*)' -»-(e-3x)'-»-ax-j'+«  +  io, 

lorsque  x,  y,  e  prennent  toutes  les  valeurs  possibles  P 

Ordonnons  cette  expression  par  rapport  k  x,  et,  d'a- 
près la  règle  générale,  Calons-la  à  une  quantité  indéter- 
minée m.  Ainsi  nous  posons 

ioj"4-3(r  — *■+')*+»/'  +  »/* -'-*2"—j--i-B +10  =  m, 

et  nous  allons  chercher  entre  quelles  limites  peut  varier 
m  pour  que  x,y,  z  restent  réels.  Résolvons  cette  équation 
par  rapport  à  x,  nous  trouverons 

_  —  r+Si  —  i±^^i9J'' — a(i35— 6)r — us* — 16»— 99 +7] 


Pour  que  x  soit  réel,  il  faut  que  la  quantité  qui  se  trouve 
MUS  le  radical  soit  positive,  ce  qui  donne 

(0    igr' -+-  aC>3»  —  6)/  -I-  1 1  î' H-  i6«  4-  99  —  lom  <o. 

Or,  pour  que  celte  inégalité  soit  sausfaîle,  il  faut  et  il 
soffit  que  j^  soit  compris  entre  les  racines_/'etj'''de  l'é- 
quation 

197' -f-  a(t3f  —  6)7+  ii»'-|-  16s  +  99—  loin  =  0; 
ainsiles  valeurs  de  y'  cty  sont  les  suivantes 


_  — i3»-t-6±^/— 4og'  — 460»—  i845  +  i9ogt 
■''""  '9 

Les  valeurs  de  y  et  de  y"  devant  être  réelles,  on  a 
(a)  4o.'+46oe-f-i845  -  i9om<«. 
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Pour  que  cette  ia^alilé  puisse  avoir  lieu,  on  voit  encon- 
qu'il  faut  et  il  sufBt  que  z  soit  compris  entre  les  quan- 
tités 2'  et  z",  dont  les  valeurs  seront  données  par  l'ex- 
pression 


_  —  33o  ±:  v^23o'  —  40  X  1845  +  40  X  190*"  _ 
'~  40  ' 

z*  et  z"  devant  être  réels,  nous  aurons 

23o'— 4oX  1845  H- 40 X  i90M>o, 
et  en  eâecluant  les  calculs, 

'•>r' 

telle  est  la  condition  nécessaire  et  sufGsanle.  Ainsi  le 

polynôme  proposé  peut  varier  depuis  -7-  jusqu'à  00  quand 

Xfjr-,  z  prennent  toutes  les  valeurs  possibles.  Il  faut  bien 
remanpier  que  les  inégalités  (i)  et  (3)  ne  donnent  que 
des  conditions  auxquelles  doit  être  assujettie  m,  puisque 
X,  Yy  z  peuvent  être  quelconques. 

XV.  On  donne  trois  équations  à  deux  inconnues, 

a'x  ■+•  b'y  =  d*, 
ax  +  6V  =  <r 

H  existe  un  nombre  infini  de  facteurs  X,  X',  "k",  tels,  qu'en 
multipliant  la  première  équation  par  1,  la  seconde  par  1', 
la  troisième  par  X',  et  en  ajoutant  les  résultats,  on  obtient 
une  équation  de  la  forme 

a  =  \d+  Vtr  +  riT. 

Trouver  Ips  facteurs  X,  >',  X"  qui,  reu^Iissant  cette  «on- 
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ditlon,  reiiifem  la  somme  i*  +  i"  4- 1"*  la  plus  petite 
possible. 

Les  cjuantit^s  i,  V,  V  sont  reliées  entre  elles  par  les 
équations 

oi4.û'),'-^o''r=  1, 

Ajoutons -y  l'équation 

V  éuot  une  indéterminée,  et  résolvons  ces  trois  équations^ 
posons 

R  =  a'b'tT—  aab'+  da' b°  —  ba'd"  +  bd'<^' —  rib'a", 
et  noua  trouverons 

_(b'tr—d'b"}  +  {a'b'~  b'a"]> 
~  R  ' 

_  (db'—  brr+{ba"-  ab"]^ 

R 
_  _ 

En  désignant  donc  par  u  la  somme  X*  -i-  /'*  +  X'" ,  nous 
avons 

R'H  =  [b'<f  ~~  dh"  +  (,,'*"  —  i«")ï)' 
-1-  [,lb"  —  bit  —  (ab"—  ba")v\' 
+  \ba  ~  .//■'+  {ab'~  ba")-»)'; 

u  se  trouve  ainsi  exprimé  au  moyen  de  la  seule  indéter- 
minée v;  posons 

b'tr—tib"=K,     db"~bi'=  A',     W—  db'=h", 
a'b"  —  b'a"  =;  B ,     ab"  —  bn'  =  B',      ab'  ~-  ba'  =  B", 
et  l'équaUcn  précédente  pourra  s'écrire 

R-«  =  (A  -^  Bv)'  (-(A'-f-  BV-H(A"-hB"«}', 
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OU,  si  nous  ordonnons  par  rapport  à  v, 

(B'-H  B"+ B"')ï'-H  2(AB  +  A'B'+ A"B")v 

+  A'-l~  A''-J- A"'—  R>«  =  o. 

D'après  la  règle  générale,  résolvons  cette  équation,  ce 
qui  nous  donnera 


Pour  que  le  radical  soit  réel,  il  faut  que  u  soit  au  moins 
égal  à 

{B-  +  B''  +  B"')  (A'+  A"+  A"')  —  f  AB  +  A'B'  +  A'B')' 

R'(B'-HB"-|-B"') 
ou  à 

(AB'  — BA')'  +  (A''B  — AB")'+(A'B'  — B'A']' 

R"(B'  +  B"-hB"') 

Donc  cette  expression  est  le  minimum  de  u,   la  valeur 


porter  dans  les  expressions  de  X,  W,  X"  pour  avoir  celles-ci. 
CHAPITRE  XU  (p.  ]66). 

I.  Quelles  sont  les  progressions  par  difiëreiice  dans 
lesquelles  la  somme  de  deux  termes  quelconques  fait  par- 
tie de  la  progression;  et  les  progressions  par  quotient  dans 
lesquelles  le  produit  de  deux  termes  fait  partie  de  la 
progression  ? 

Soient  u  et  f  deux  termes  quelconques  d'une  progres- 
sion par  différence  dont  la  raison  est  ;',  on  aura 

a  =  a-i-ar,     ,-  =  a+pr 
et 
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Si  M  +  c  est  UD  terme  de  ta  progression,  on  a  aussi 


En  comparant  ces  deax  valeurs  de  u  +  f,  on  voit  que  le 
premier  terme  a  sera  un  multiple  de  la  raison. 

Considérons    maintenant    deux    termes   quelconques 
d'une  progression  par  quoiieut;  ils  seront 

et  l'on  aura  uu  =  d'^"^;  iiv  élant  an  terme  de  la  pro- 
gression, OD  a  aussi  ne  =  ag*  ^  a  est  donc  une  puissance 
de  la  raison. 

III.  Dam  quelles  progressions  par  différence  existe-t-il 
un  rapport  indépendant  de  n,  entre  la  somme  des  n  pre- 
miers  termes  et  la  somme  d<>s  n  suivants. 
-  .  La  somme  des  n  premiers  termes  est 


Ainsi  en  général  ^  n'est  pas  indépendant  de  n,  mais  il  tend 

vers  ^  à  mesure  que  n  augmente.  Le  raisonnement  n'est 
en  défaut  que  lorsque  r  est  nul,  parce  que  l'on  ne  peut 
plus  diviser  tes  deux  termes  de  la  fraction  par  r.  Dans 
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ce  cas,  ~,  est  évidemment  constammeot  égal  à  i,  et  la 
prc^ression  cherchée  a  tous  ses  termes  ^aux  à  a. 

V.  Si  l'on  prend  la  suite  des  nombres  impairs  i ,  3,  5, 
7 , . . . ,  et  qu'on  la  sépare  en  groupes  dont  le  premier  ait 
un  terme,  le  second  deux  termes,  le  troisième  trois,  etc., 
la  somme  des  termes  d'un  même  groupe  est  no  cube. 

Le  nombre  de  terntes  cpi  précèdent  le  n''""  groupe  est 

^al    i    n-a-j-3-t-...-t-H — I,    ou    k  "^"""'^  On 


trouve  alors  facilement  le  premier  terme  dn  n''""  groupe; 
il  est  I  +  n  (n  —  i),  et  il  nous  reste  à  trouver  ta  somme 
des  n  termes  de  la  progression 

«(«-.}  +  ,,  ,(„_,)+   3,...,  «(„_,)+!„_,; 

elle  est  t^t»- ')  +  ■  +  "("- 0  +  ^^- -l"  „„  „.. 

VI.  Si  Ton  considère  la  suite  i ,  2,  4>  €>  ^y  10, ... ,  la 
somme  des  n  premiers  termes  est  impaire  et,  augmentée 
des  n  —  I  nombres  impairs  suivants,  elle  donne  un  cube. 

La  somme  des  n  — 1  nombres  3,  4)  6,...,  ^n  —  2  est 
n(n  —  1),  et  la  somme  des  n  nombres  impairs  que  nous 
recherchons  est 

«(n_,)-H.  +  «(»-.)-(-3 +  ,-,  +  «(«-. )  +  »«-'. 
comme  dans  l'exercice  précédent;  elle  est  donc  ri*. 

X.  Soit  AB  une  ligne  quelconque,  on  marque  son 


milieu  C,  puis  le  milieu  D  de  CB,  puis  le  milieu  E  de 
DC,  puis  le  milieu  F  de  ED,  le  milieu  G  de  FE,  et  ainsi 
de  suite  indéfiniment*,  prouver  que  les  points  C,  D,  E, 
P,  G  s'approchent  de  plus  en  plus  du  tiers  de  AB,  à 
partir  du  point  6. 
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En  continuant  ainsi,  on  voit  qu'en  désignant  par  X  le 
point  cherché,  on  aura 

Ayant  fait  la  somme  des  termes  de  chacune  de  ces  pro- 
gresùouB,  on  aura 

ce  qui  est  précisément  ce  qu'il  fallait  trouver, 
XL  Trouver  la  limite  de  la  somme  des  fractions 
13345 
3        4       ^        li^        3^ 
dont  les  numérateurs  forment  une  progression  par  diffé- 
rence, et  les  dénominateurs  une  progression  par  quotient. 
Désignons  par  S  la  limite  de  cette  somme,  nous  aurons 


I       ?L      3       4 


ce  qui  peut  s  écrire 


■        a        3         4 
"*"4'^8"^T?'^32'^        * 

La  première  série  est  une  progression  par  quotient,  dont 
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la  somme  des  termes  est  égale  à  i  ;  la  deuxième  série  est 

égale  à  -  ;  on  a  donc 

S=H-'S; 

d'où 

S=  2. 

XIII.  Si  dans  une  progression  par  différence  trois 
termes  consécutifs  Bont  des  nombres  premiers,  U  raisoo 
est  divisible  par  6,  à  moins  que  le  premier  de  ces  termes 
ne  aoit  3.  S'il  y  en  a  5,  la  raison  est  divisible  par  3o,  à 
moins  que  le  premier  de  ces  termes  ne  soit  5,  et  s'il  y  en 
a  7,  elle  est  divisible  par  9io,  à  moins  que  le  premier  de 
ces  termes  ne  soit  y. 

Considérons  en  général  k  termes  consécutif]  d'une  pro- 
gression par  différence 

a,     a-i-r,     a  +  ar,    ..,     a-i-{l  —  i)r, 

et  supposons  k  un  nombre  premier;  si  aucun  de  ces 
termes  n'est  divisible  par  fc,  r  est  divisible  par  fc. 

En  eJlet,  supposons,  si  cela  est  possible,  que  r  ne  soit 
pas  divisible  par  fi,  je  dis  d'abord  que  les  restes  de  la  divi- 
sion des  nombres  r,  ar,  3/*, . . .,  (A  —  ■)/-  par  k  seront 
tous  différents,  et,  par  conséquent,  seront  dans  un  ordre 
quelconque  i ,  3,  3 , .  .  . ,  ft  —  i . 

Car,  si  deux  de  ces  restes  étaient  égaux  â  a,  met  R  étant 
des  nombres  plus  petits  que  h,  on  aurait 

mr=qk-i-a,     nr=nf'k  +  a. 


et  par  suite 


{m-n)r  =  [q-q')k 
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ce  qui  est  impossible,  puisque  le  nombre  pranier  k  ne 
peut  diviser  ni  m  —  »,  ni  r. 

Or  a  n'étant  pas  divisible  par  A,  l'addition  de  a  à  un 
des  nombres  i ,  a,  3, . . . ,  X'  —  i  donnera  un  nombre  divi- 
sible par  k.  Ainsi  il  est  impossible  de  supposer  que  r  ne 
soit  pas  divisible  par  k. 

Cela  posé,  si  dans  une  progression  par  difieience  deux 
termes  consécutifs  sont  des  nombres  premiers,  la  raison 
est  divisible  par  3,  à  moins  que  le  premier  de  ces  termes 
ne  soit  a. 

Si  trois  termes  consécutifs  sont  des  nombres  premiers, 
la  raison  est  divisible  par  3,  à  moins  que  le  premier  de  ces 
termes  ne  soit  3;  elle  est  d'ailleurs  divisible  par  a;  donc  elle 
est  divisible  par  6. 

K  cinq  tenues  consécutifs  sont  des  nombres  premiers,  la 
raison  est  divisible  par  5,  à  moins  que  le  premier  de  ces 
termes  ne  soit  5  ;  elle  est  d'ailleurs  évidemment  divisible 
par  a  et  par  3  y  donc  elle  est  divisible  par  3o. 

On  voit  de  même  que  si  sept  termes  consécutifs  sont  des 
nombres  premiers,  la  raison  est  divisible  par  3o  X  7  ou 
310,  si  le  premier  de  ces  termes  n'est  pas  y. 

XIV.  Dans  une  progression  par  quotient  dont  le  nom- 
bre des  termes  est  impair,  la  somme  des  carrés  des  termes 
est  égale  k  la  somme  des  termes  multipliée  par  l'excès  de 
la  somme  des  termes  de  rang  impair  sar  la  somme  des 
termes  de  rang  pair. 

Soit 

!^.  a  '.aq  :  aq'  : ...  :  aq' 

la  prt^ression  donnée;  nyestpair,  et  les  carrés  des  termes 
de  cette  progression  forment  une  autre  progression  par 
quotient 

H  a' :oy' :«»?*:..   :«'?". 

Les  sommes  des  termes  de  ces  denx  progressions  sont 
Amw.  de  Maihéro.,  t.  XIX.  (Octobre  ifffio  )  a5 
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retpectîvement 


et     S,  = 


Si  peut  s'écrire 

Or,  n  + 1  étant  impair,  oq  aura,  eo  efi«ctnant  la  din- 
sion  de  ç"+'  + 1  par  ç  + 1 

2^1±^  =  ^_,-'  +  9«  +  . .  — ,  +  1. 
Donc 

C.    Q.    P.  D. 

XV.  Ëlimioer^  entre  les  deux  équatioDS 

*■  +  *— ' r  + -e—'j-' + . .  ■ + r"  =  «■. 

Les  premiers  membres  de  ces  deux  Àpiatioas  sont  deux 
progressions  dont  les  raisons  sont  -  et  — ;  ces  deux  équa- 


ûçsu  peuvent  donc  s'écrire 


Divisant  la  seconde  par  la  première,  on  a 


IV,  Google 


(  JS,  ) 
On  an»  donc  les  deux  ^oaÛMis 

j**'  —  *-+'  =  a'y  —  a'x, 
J--  +  *— =  — r+-^'. 
RetrancbaDl  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on 


On  portei^a  cette  valeur  dey  dans  l'équation 


et  après  les  réductions,  on  trouvera 

équation  qui  ne  contient  plus  que  x. 

XVI.  Trouver  une  progression  par  quolieni,  connais- 
sant la  somme  de  ses  termes,  la  somme  de  leurs  carrés  et 
celle  de  leurs  cubes. 

Les  carrés  et  les  cubes  des  termes  de  la  progression 
chrarcbëe  forment  aussi  une  pr<^ressîon  par  quotient. 
Soient  Si,  St,  S|  la  somme  des  termes,  la  somme  de  leurs 
carrés  et  cdle  de  leurs  cubes,  on  aura  les  trois  équatims 

S,  ^1^Z3, 

•7  —  ' 

q>—l 
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(  388  ) 
dans  lesquelles  a,  I,  q  sout  les  Ux)is  inconnue».  DiTÏson» 
membre  &  membre  les  deux  dernières  équalions  par  1» 
première,  et  noas  aurons  les  iroi*  équations 

'~  ?  — I  ' 
S,        T  +  "  ' 

S,_f7'-f-toy-f-a' 


Les  dcun  premières  ne  contiennent  les  inconnues  qu'au 
premier  degré;  tirons  a  et  f  de  ces  deux  équations,  noas 
trouverons 

—      Sj— S.  _  aSiS,  — ;s;  — fs. 

(«}    9  — s»_a/s,  +  S,     ^'    ""    S^  — 2/S,-(-S, 

PorUnt  ces  valeurs  de  ^  et  de  a  dans  la  troisième  équa- 
tion, nous  aurons  une  équation  qui  ne  renfermera  plu» 
que  l'Inconnue  /;  elle  est 

s*(3s;  —  6re;  +  4/^5;  +s;  — a/s,s,} 
=  s,(3PSî  — a/s;s,— 6/s,s;  +  4s;s;  -t-rs;)i 

et  si  on  la  résout  par  rapport  à  /,  elle  devient 

s,(s;-i-4s,Si  +  3sî)i'— a(s;s,— 3s;s,-h3s;s;— s,s,s,y 
+  4s;  s;  —  3s;  s,  —  s;  s,  =  o. 

l  étant  trouvée  par  cette  équation  du  second  degré,  onpor- 
4er*  sa  valeur  dans  les  expressions  (a),  et  l'on  aura  oelç. 
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SALiiTiem  m  la  questwk  &•• 


Pak  J.  de  VIRIEU, 

Régsnt  k  Saamur. 


1 .  La  seconde  des  équations  proposées 

■e* —  lojr'—  lOi  — 6  =  0 

3C  déduit  de  la  troisième 

^_5o:t>— 5ex--  — ^=0, 

en  posant  x=.^,S=  2. 

Cette  dernière  n*est  qu'un  cas  parlicnlier  d'une  équa- 
tion de  degré  quelconque,  mais  d'une  certaine  forme. 

3.  M  et  N  étant  deux  quantités  réelles,  proposons-nous 
de  former  l'équation  dont  les  racines  se  déduiraient  de 
l'oxpressiou 

pM  -f-  p'H, 

en  y  remplaçant  p  par  chacune  des  racines  de  l'équation 


(1)  xr+  k^xf—  H •+■  A*J#-*-l-  .  . .  -H  A,  =  o 

l'équation  cherchée. 

Désignons  par  S^,  h  éunt  un  nombre  entier  absolu  qui 
peut  éire  uni,  la  somme  des  puissances  d'exposant  h  des 
racines  de  l'équation,  (i)  ;  par  S\  la  même  somme  pour  les 
racines  de  l'équation 
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Il 

î  I 
+  I 


(39») 

i  s 

o  I    s- 

gî" 

s  "    et 
II?   If 

jI    1-- 


A"         Ig-    I 


'       •       II 


i? 

Il 


I? 


B 

i 


I 
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(39-  ) 
EdÛq  si  h  ^p,  tous  les  termeA  du  deuTÎime  membre  se 
détruisent,  excepté  le  premier  et  le  dernier  qui  sont 

'S.  On  en  déduit  : 


/>=*?  {  <><'■=?  —  ».   8| 


S^,=  {iî  +  i){M'r*'-t-H^'). 

4.  SubstituautdauB  les  équations  connues  : 

S,-l-  A,  =  o, 
S,-4- A,S,  +  aA,  =  o, 


S,  +  A,  S^,  + . . .  +  A,_,  S,  +;>  A,  =  o, 
-    on  a 

^sa,    o=r<f-l,j^^^;^,a7M''Wf-'+(î  +  r)A^=0, 

(  aç  (Mf+  H"»)  +  if  WA,  +  a?A^=  o; 

.'  A,  =:A]^.  ..i=Af  ^o. 


b,.Goog[c 


(39!»  ) 
5.  Od  a  enfin 


A,  =:A,  =  ..  .+ A,_,  =  o, 

A^  =  — (Mf  — H"»); 


A,  =  A,=  .  ..  =  A,  =  o, 


/>  =  ay+l|l  <r<9,     A^  =  -(3î-n) 


(î  +  l  — »■)■{"— 
'  A^+,=  —  (M>f*-'-|-  N*»*'). 

6.  En  substituant  dans  l'équation  (i)  on  a 

r=fl— I 

„  V  t  *^'  -(*?+')  y  r? — t?+'--o' — ^^  M— w»+'-'*t*<-'] 

(4)j  '^^_L(9+->-'-)'(a'— i}'  J 

7.  Convenons  que,  A  étant  nne  quantité  positive,  l'ex- 
pression À'  désigne  la  quantité  positive  qui,  élevée  k  la 
puissance  p,  reproduit  A  ;  et  que  B  étant  une  quantité 

réelle,  B^**^'  désigne  la  quantité  réelle  qui,  élevée  à  la 
puissance  itp  ■+■  i,  reproduit  B. 

Désignons  par  a  et  Â  des  quantités  positives,  par  a 
et  ë  de»  quantités  réelles.   Si  dans  (3)  on  pose  tour  à 
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tour 

et  que  dans  (4)  on  pose 

on  aara  les  propositions  suivantes. 
8.  Les  racines  des  ^ifttiona 

[3;       ï  r  =  0 


(6) 


où  a  et  Â  sont  des  quantités  positives,  sont  respective- 
ment-comprises dans  les  formules 

j9  étant  une  quelconque  des  racines  de  u'^ —  i  ^  o. 

c,q,z.<ib,  Google 


(394) 
9,  Les  racines  de  l'éqnation 

OÙ  a  et  €  désignent  des  quantités  réel)ea,  sont  comprises 
dans  la  formule 

p  étant  ane  racine  quelconque  de  m*^'  —  i  ^  o. 
En  posant  dans  (y)  q  =  2,  ab  a 

a^_  5a:x>_  56^ -:- -  ^' =  o, 

équation  proposée  dont  les  racines  sont 


p  étant  une  quelconque  des  racines  de  u*  — 1^0. 

40.  Quant  à  la  première  des  trois  équations  proposées 

i»—  Qx'  —  281*  — l8«'+l2x—  2  =  0, 

elle  est  un  cas  particulier  d'une  équation  de  même  degré 
que  nous  allons  former. 

11 .  P  étant  une  quantité  positive,  proposons-nous  de 
former  l'équalion  dont  les  racines  se  déduiraient  de 


IV,  Google 


(»95) 

d'après  le  sens  attaché  à  P"  (n"  7),  en  y  remptaçaat  p 
par  les  racines  de  ii'—  i  :=  o. 
Soit 

x*-i-p,x^  +  . .  .-t-p,=  o 

l 'équation  cherchée 

Désignons  par  S.  et  par  S»,  m  étant  un  nombre  entier 
absolu  qui  peut  être  nul,  les  sommes  des  puissances  d'ex- 
posant m  des  racines  de  l'équatinn  cherchée  et  des  racines 
de  l'équation  u*—  i  =  o . 

On  aura  évidemment  S,„  en  remplaçant  dans  )e  d^e- 
loppement  de 


\,kU)'X))']' 


Il  suffira  même  d'avoir  égard  aux  termes  où  l'exposant 
est  un  moltiple  de  6,  car  S^  est  égal  à  6  ou  i  o,  suivant 
que  ^  est  on  non  un  multiple  de  6. 

13,  Or  on  a 


«'+«•)' =!('+.  ..  +  I0«*+.  ..-(-m", 

«  +  «'  +  ((•)*=«'+..  .+5«'+.  •   +3o»", 
«  -t-  »'+«')•=«•  +  ...  +  i4  i  «"  +  -..  +  «". 
i3.  On  en  déduit 
S,  =  o,  S,=6P,  S,=4aP, 

S*=6oP+6PS    S,=  3oP-+-i8oP',    8.=6P-f-846P'H-6P'. 
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Substiluanl  daus  les  é(piatioiis  connues, 


S,-(-p.S,  +  .  ..-h6p,=  o, 
et  résolvant,  on  a 

p,  —  o,  p,  =  -~-iP,  p,=  —  i4P. 

;j,  =  3P.(P-5),     p,  =  6P.(P-,],     /..  =  — P  (P  —  .)', 
d'où  la  propoiition  suivante. 
14.  Les  racînet  de  l'équation 

x'—iPx'~i^Px*  +  3P.{P  —  5)x' 
4-6P.{P— i)x  — P.fP  — i)'=o, 

où  P  est  une  quantité  réelle,  sontcomprises  dans  la  for- 
mule 

pP^-l-p'p'-Hp'p', 

p  étant  une  quelconque  des  racines  deu' —  i:=o.  Si  l'on 
pose  P  ^  a,  on  a  l'équation  d'Euler 

it_6j-  — aSi"— 18*"+ i2J^  —  ?.  =  o, 
dont  les  racines  sont  dunnées  par 

.8       ,     ^       .     ^ 
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SOLUTION  m  U  OGESnOïl  501 


P*B  H.  J.   DE  vmiEU, 
Régent  k  Siumnr. 


xétantUDeTariableposîtiveenlièie  qui  peut  ètrenullf, 
u,  nnç  fonction  de  cette  variable,  n  un  nombre  entiei- 
absolu,  on  a 


2(-)*iû; 


l'osons  u^—  x(x -h  i)  ■  ■ .  (x  -^ p  —  i),  où  ;^  est  nn  en- 
tier absolu  non  nul,  ùx  =  i , 

if    -„)l  (•'+") (■'^+"+')-  ■  ■  -(«+/'-  i),  8in</»^ 

\  a  si  «>/». 

L'équation  (i)  devient,  en  y  supposant  x  —  o,  divisant 
les  deux  membres  parp!  et  remarquant  que  le  dernier 
terme  du  premier  membre  devient  nul, 


'*+p- 


bv  Google 


(  39») 
OésignoDs  par  n',  le  nombre  des  combinaisons  de  n 
élémenU  pris  k  k  fc  sana  répétition-,   par  (n  —  Jt)^   k 
nombre  des  combinaisons  de  n  —  A  éléments  pris  p  kp 
avec  répétition }  on  a 


*.i(.-*)i- 


11,  SI    p^n, 

\  o,  si    /.<«. 

Donc  on  a  en  général 
*=■-■ 

k  =  0 

formnle  qui  montre  qu'il  s'est  glissé  une  faute  d'impres- 
sion dans  le  second  membre  de  la  proposée  où  il  Tant 
remplacer  n  par  p,  p  par  n. 


MLDTION  DE  U  lUBSTIOII  598 


Par  U.  J.  DE  VIRIEU, 

RégealàSauimir. 


1 .  On  a  identiquement 

A»(««]  =  4— ■4(lu)  =  A— '(4^4«^-«. 
=  4— '(*4u)  +  i— 'K  +  A-tt, 


b,  Google 


(399  1 
d'où 

i(«A*-'w)  =  xA"tt  + A— '«+ A>«; 
ajoalant  membre  h  membre, 

A"(««)=  7iA*-'«  +  {a:  +R]A'a. 

3.  Posons  u  =  jC*^,  r  entier  absolu  qui  peut  être  nul, 
on  aura 

=  flA—'(*^') -•-('  +  '')*"(***'). 

ttA*-'(aî*^') 

«.(«-!), ..3A'(*-') 
=  *.(«-!).. .aA(*^) +«.(«-,). ..3{.:  +  »)A'{x»^}; 

ajoutant  membre  à  membre, 

3.  En  posant  r  =  o,  comme  Afx*  =f  !,  la  formule  (A) 
devient 

A-(*-)=™![a(*')_     2    *  +  "-*] 

T  aj;  +  /H-a/i— il 
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(  4oo  )     ■ 
donc 

(B)  a-(*»-)  =  (»  +  ,)i; 

maison  a 


2  (-iN  <*+»)"-=(-.)-i-(^'), 


2;( -■)'„(»+*)"=(-,)■(,+,)!  îîi;, 

ce  qui  montre  que  le  deuxième  membre  de  U  formule 
proposée  doit  âtre  multiplié  par  { —  i)'. 

4.  En  posant  r=  i  daus  (Â)  et  employant  (B),  on  arrive 
au  moyen  de  quelques  transformations  à  la  formule  sui- 
vante ,  qui  est  peut-être  nouvelle  '. 


IECT1FICATI0NS  (f.  214 1. 

i".  La  phrase  On  déduit  de  là  que  le  produit  de  trais 
nombres,  etc.,  doit  suivre  immédiatement  la  proposi- 
tion I,  p.  3l3. 

a°.  La  formule  attribuée  à  M.  Catalan  (t. XIII,p.  3a3; 
■  854)  '^  trouve  dans  la  Géo/»efiv'e  de  M.  Vincent,  2*  édi- 
tion, p.  558  ;  1 83a.  (Communiqué  par  M.  Auge,  de  Péri- 
gueux.) 


b,  Google 
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KRGllIL  BR  FORIULKS  HELATIVKS  AU  reNCTMNS 
CISGilUUKS  IT  LOGAMTHNHIIIIS  (suit) 


Têtragonométrie  sphénque. 

85.  01  b,  e,  d]ei  c6lés,e,/ les  diagonales,  f  dUunce 
des  milieux  des  diagonales  : 

cosa  +  coib  4-  cose  -hcmd^^coi-ecoi-/(xag 

(t:  IV,  p.  494)- 

8S  bit.    I— (co^a+cos'4+cos'c+cos'd+cos'i+cos'j-) 

—  (cos'«cos'i;  +  co»*6oos'rf4-co»'ieco»'j') 
+  2(cosacosicosx4-  cosn  cosdcosj- 

+  cosb  cote  cttsy  -+■  cosc  cosrfcos:r) 

—  a(cosacos(coircosf'+cosacosccosxcos/ 

+  COsi  COS(/C08J!(X>SJ-)  =  0. 

ABCD,     AB  =  a,     BC=&, 
CD=c,     DA  =  d,     AC  =  *,     BD=j-. 

Trigonométrie  spttériçue. 

cota  +  cote 
M.  «»jr  = 1 

2 

X  =  arc  qai  va  de  B  an  milieu  de  b  (t.  V,  p.  19). 
I     t-+-coia  +  cosb  +  cmc 


e  =  excès  sphénque. 

^rrii.  Je  Haiiinitl.,  t.  XIX.  (Novombra  i»>0.)  a6 


bv  Google 


86.  cosMH  =  CQS  -  0  cos  -  e , 

2  a 

MN^  droite  qui  joiot  les  milieax  de  A  et  de  c  (t.  V, 

p.  ai). 

.   fr   .   c    .   . 

r-, r, rr, ;      *">  -  sin  -  sinA 

87   ain*  — vP(P~'''t/'  — ^)(P— *=)_       ^       ^ 

a  I  I   .  I  a  ' 

2C08—  0C03-  0  cos  —  t  cos  — 


ap=sa  +  ft  +  c  {t.  Vn,p.  17). 


8ï  bi*.        col-e  =  - 


a  b  t  .    e 

Slang-  tang-  lanj;  •  =  iHngpnn-i 


p  =  rayon  sphérique  du  cercle  circonscrit  (  t.  VII,  p.  19}. 

r=  rayon  spWrique  du  cercle  înacnt  (t.  VH,  p.  ao). 

a        b    .    e         .    c    .    , 

90.  «cM-ms-wn  -=  sin-sinn, 

h  =  hauteur  sur  la  base  c  (t.  Vil,  p.  18). 

91.  tang  r  tangr  '  Tang  r"  tang  r* 


r,  r*,  r",  r*"  sonl  les  rayons  sphérîqaes  de»  cercles  qui 
toachenl  les  trois  c6tés  du  triangle  (t.  VII,  p.  ao). 
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os.        siD  -o  COI-  £sinC=  sin  -c  cos[P  —  A), 

cos-a  cm-  fi  sinC^  cos-ccos  (P  —  C), 

3  3  2  ^  " 

sin  — <iûn  -6sinC  =  cos-  ecosP. 

2  2  2 

«P  =  A  +  B-|-C(t.  Vm,p.  455). 
05.  sin'  -  «  +  sin'  -  A  +  sin'  -  c  =  2  m 

+  3Mn-iiBin-<co9B'+a»iii- Asin-rcoïA', 

2  2  2  2 

A',  B',  C  angles  du  triangle  rectilîgne  formé  par  tes 
cordes  (t.  VIII,  p.  loo). 


Trois  transversales  partent  des  sotnmets  et  se  coupent  en 
un  point  dans  l'intérieur  de  Tangle^  (t,  a',  a",  segment» 
comptés  du  point  aux  sommcis  des  angles;  s,  s',  s",  seg- 
meou  compris  entre  le  point  et  les  c6tés  (t.  IX,  p.  363). 


■+  îaco»'  — ncoï'- Acos'-csin'-tf 

2  2  2  2 

=  <:os(it  +  i  +«■)  -»-  eus  (a  4-  *  —  t)  +  cus(«  +  r  —  A) 
-    -i-coi{b  +  c~a) 

(t.X,  p   25). 
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Tétragonométrie  rectiligne. 

96.  a'  f'  +  a*.;'  +  A'  r/'  +  «"j^  +  «V 

=  a'i'c'  +  fl'6'd*  +  (i'c'rf'4-a'c'*'  +  <i'c*r*-H«**V 
ABCD,     AB  =  a,     BC  =  A, 

(t.IX,  p.  ia,>. 
Trigonométrie  rectihgne. 

97.  sin2AsiQaB  +  ûn3AsinaC  +  sin2Bsia2C 

=  MnA»ia(2C  —  A  }  +  wnBsiii(aA  — B> 
+  sinCMn{ïB— C). 

98.  cosaAc<»aB  +  CMsAcos2C+  cosaBcoiaC 

=  cos  A  cos  (  iC  —  A)  -h  cosB  cos  (aA  —  B) 
+  cosCco»{aB  — C). 


QIBSTI9IIS. 


■'  545.  Quel  est  le  lieu  qac  doit  décrire  le  centre  d'une 
sphère,  pour  que  la  polaire  réciproque  d'une  surface  du 
second  ordre  donnée,  par  rapport  â  cette  sphère,  soit 
toujours  une  surface  de  révolution.     (Lagverke-Veblt.) 

546.  Etant  donnée  une  conique  A,  trouver  les  trans- 
formations qui  la  changent  en  une  conique  B,  de  telle 
sorte  que  les  normales  à  la  conique  A  restent  par  la 
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iratisfonnaiioB  normales  à  la  conique  B.  MËme  question 
pour  les  surfaces.   ■  (LAGveitBE-VBKLT.) 

547.  Ijorsqa' une  conique  est  circonscrite  à  un  triangle, 
la  somme  des  carrés  de  ses  demi-axes  est  égale  au  carré  do 
la  tangente  menée  de  son  centre  au  cercle  des  neuf -pointa, 
multiplié  par  le  produit  des  distances  do  ce  centre  aux 
cAlés  dn  triangle  et  divisé  par  le  produit  des  distances  d« 
ce  centre  aux  droites  qui  joignent  les  milieux  des  c6tés  du 
triangle.  (Faure,  capitaine.) 

548.  Une  conique  passant  par  trois  points  A,  B,  C 
louche  une  droite  donnée;  appelons  a,  P,  y  les  distances 
respectives  de  ces  trois  points  à  la  droite;  F  élaut  un  des 
foyers  de  la  conique,  ou  a  la  relation 

[a;FB  — FC)»— Bc']'-l-[p(FC  — FA)'  — ïc']' 

-t-[T{FA  — FB)'— Âb']'  =  o. 

Observation.  On  a  ainsi   très-simplement  le  lieu  du 
fojer  des  coniques  qui  passent  par  trois  points  donnés  et 
toucbent  une  droite  donnée.  Les  coordonnées  cartésien- 
nes mènent  i  une  équation  du  soi  saute -quatrième  degré. 
(Favbe,  capitaine.) 

549.  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans 
un  quadrilatère  est  une  courbe  du  troisième  ordre, 
qui  passe,  comme  on  sait,  par  les  six  sommets  du  quadri- 
latère complet;  mais  elle  passe  aussi  par  les  pieds  des 
hauteurs  du  triangle  déterminé  par  les  trois  diagonales 
du  quadrilatère,  et  comme  elle  passe  d'ailleurs  par  les 
deux  points  situés  à  Finfini  sur  un  cercle,  cette  courbe 
doit  occuper  parmi  les  courbes  du  utnsïime  ordre  le 
même   rang  (juc  le  cercle  dans  les  coniques;  ainsi  elle 

e  le  cercle  uu  double  foyer.     {Fai're,  capitaine.) 
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l'équalioQ  d'une  ellipse  (coordonnées  ,recungalaîres)  ;  par 
un  point  de  sa  développée  on  peut  mener  trois  normales 
il  l'ellipse,  dont  denx  ne  «ont  pas  tangentes  à  la  dévelf^- 
pée:  la  corde  qui  réunit  les  pieds  de  ces  deux  normale» 
est  normale  à  l'ellipse  qui  a  pour  équation 

(Desboves.) 
551.  Démontrer  que  l'équation 

est  impossible  en  nombre  rationnel,  lorsque  p  est  de  la 
forme  4«  -4-  3  (*).  {Le  Père  Joobeït.) 

55â.  On  donne  une  conique;  quel  est  dans  le  plan  de 
<  etie  conique  le  lieu  d'un  point  tel ,  que  les  deux  tangentes 
menées  de  ce  point  à  la  conique  et  la  corde  de  contact  for- 
ment un  triangle  ayant  un  périmètre  donné?  Déterminer 
directement  une  construction  g'éométn^ue  de  la  tangente 
en  un  point  quelconque  de  ce  lieu.  (Mankueih.) 

553.  Etant  donnée  une  équation  algébrique  n'ayant 
pas  de  racines  égales,  si  l'on  applique  à  celte  équaùon  le 
procédé  Sturm,  et  si  l'une  des  équations  ainsi  obtenue  a 
des  racines  égales,  l'équation  donnée  a  nécessairement 
des  racines  imaginaires.  (Rooget,  professeur.) 


(')  Mémoire  lur  la  théorie  dfi  fiitctieiu  elliptliati  ti  loa  appilealion  âJ« 
théorie  drt  nembrei.ln-i  da  35  pages;  i86o.  —  SiTint  tranil  bJuntioile 
>ni  Inram  de  HM.  Hermilc  et  Kronecker  «ur  la  limite  àa  oonbra  d* 
eerlaina*  cIhm*  d«  4AerwùHanUi  au  dalà  da  eeUe  limiia  la  yovbra  dw 
cliue*  qaadntiquM  aurpauc  oùcMMireniEDt  un  aombre  donné  ;  «na  da 
quolUons  lea  plut  arduei  de  l'arilbniulogie  e(  qui  n'ml  paa  encore  com- 
plcionieiit  réiohie. 
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itt  nppirts  uluan^Hs  Mmspoidul  ui  miiei  Im  ifulJn  it 
fulrièac  itffi; 

Ptft  M.  L.  PAINTOf, 
ProfeMMir  «n  Ijoée  dâ  Donkl  ("]. 

1.  Désignons  par  x*,  x*,  Xi,  X4,  les  quatre  raùites  de 
l'étjnalion 

et  par  a,  by  c,  d,  les  points  déienmnés  par  les  lon- 
gneim  x,,  x«,  X|,  Xt,  porl^suc  aue  lîpie  droùe,!  par- 
tir d'une  même  origine  \  poinls-racints. 

A  ces  quatre  points  correspondent  six  rapports  an- 
harmoniques,  savoir  : 

ae  ^  bc  a4  ^  ed  ab  ^  db 

ad  '  bd         '       ab  '  rb        '       ac  '  de 
ei 


Si  nuïttienaut  ou  pose 

I__   .       1 

C)  KAMmineiit  nonnéi  ranpiaçtnt  M.  David,  nomind  pTof«M«nr  k  b 
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les  qiUDtità  p„  pi,  pt',  Heront  les  racines  de  l'6{uitîon 

(î)  p'  — Mp'  +  Np— P  =  o, 

où 

M  =  p,4-p.+  p., 

M  =:p,  p,  +  pips  +  i>>pit 

I]  s'agit  actuellement  de  déterminer  les  coefGcieDts  de 
l'équalion  (3)  en  fonction  des  coefficients  de  l'éfjna- 
tion{i).  Le  calcul  direct  est  presque  inabordable;  je  crois 
donc  utile  de  développer  quelques  considérations  qui 
m'ont  conduit  au  résultat  cherché. 

3,  le  rappeUerai  d'abord  les  rations  qui  «xistent  entre 
les  rapports  r,,  r„  r,  : 


(5) 

'■=-^'' 

d'oà 

r,r,r,  =  —  l. 

{Géoméirie  supérieur» y  p.  aS.) 

D«plu. 

la  valeur  de  r,  est  dans  le  cas  actuel 

(6) 

.= 

-»•.  —  *.)(*.  — ^.)      p 

*,-«,)(*,-*.)     i' 

en  posant 

(î) 

/»  =  (a:,  — «■,)(x,  — *.), 

On  trouve  alors,  sans  aucune  difficulté,  en  ayant  ^arâ 

L:,.i,-z__iv,CoOg[c 


(409) 
«IX  relattODS  (5)  et  (€)  :    - 

Or  on  constate  aisément  que  le  dénominateur  deN 
et  P  n'est  autre  que  le  produit  des  carrés  des  différences 
de  l'équation  (t),  c^est-^Ttiire  le  discrimiDant  de  cette 
équation;  eu  le  désignant  par  A,  nova  aurons 

(8)  ^  =  p'q'{p~qY 

=(*,— X,)' (*,—«,)>  («.-x.V{*,—«,)'(:r,— *,)»(«,— «,)'. 

Nous  obtenons  ainsi  les  trois  relations 

!ir=3 
f  —^N=:p'  —  3ji^q  +3p'g'—f^^ 

+  3/>Y  — S/ïî'  +  î'î 
2°  — i{p-i-4)  =  »/**— G^^î  +  î/»'*'— 4/^?" 
+  -]p'q'  —  6pg*  +  ikq'. 

3.  On  peut  coinbïaer  les  deu^  dernières  équations  de 
manière  à  faciliter  beaucoup  le  calcul  des  coefficients  N 
«P. 
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De  IV'galitë  ^i"  retranchons  ]c  double  de  l'^alité  i", 
il  vient 

&[»ti-P-i]=p'ç'-tip'q'-i-pY=p'l'(p~çy=ài 

d'où 

(lo)  îM  — P  =  5. 

De   réalité   a"  multipliée  par   3  retranchons  réa- 
lité 1°  mnltipliée  par  S,  il  vient 

^[5Ji  —  3P—li]=p'~Zp'q  +  6p'q'—^p'^^ 
+  6^'y'  —  ipq*  +  g'. 

Mais  le  second  meftibre  est  le  cube  de  (p*  ■ — pq  +  q'), 
on  a  donc 


La  détermination  des  coefficients  M,  N,  P,  de  trouve 
ainsi  rameuée  au  calcul  des  deux  quantités  A  et 
{p*—pq-hq'). 

4.  Or  si  l'on  pose 

(  1  =  AE  — 4BD-4-3C, 

i  J  =  ACE  +  2BCD  — AD'— EB'  — C, 

on  a,  d'après  un  théorème  connu, 

(i3)  A'.A  =  76'[P— 27J']. 

On  trouve  d'ailleurs  facilement  que 

(i4)  A'(/''->^  +  î*)  =  ia.I. 
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Lcségalitéf  (io)Gt  (i  i)  devi en iic-tu  alors 
2N  — P  =  5, 


nii  eii  déduit 

j  _  i5l'-+-ia.a7.J' 

,5,  V"-         411'- a^J'] 

Eu  ayaat  égard  k  ces  valeurs  (i5)  et  à  la  première  des 
rcUUona(9),  l'cquatioii  (11),  ijui  «st  l'équalion  cherchée  « 
deviendra 

,  u\    ,      a  .       3*»!*+  4-*7-^'         5oI»  +  4  27. J' 
(,6)  f-V-3^,rf^p-t-    4;,._V,.]   =-■ 

Cette  dernière  équatioa  peut  aussi  s'écrire  sons  la  forme 
suivante,  aussi  simple  qu'élégante  : 

(17I  I'{p-t-ï)(p-|)'=a7J'(p+"?. 

On  voit  ainsi  que  l'équalion  aux  rapports  anharmoni- 
c|ues  des  racines  de  1  eqiiaiion  (■)  ne  dépend  que  des  in- 
variants fondamentaux  I  et  J.do  œiie  équation.  Ex,  en 
outre,  les  racines  de  l'équation  (16)  ne  dépendront  que 

du  rapport  ?-,• 

Si  /»,  e&t  une  racine  de  l'équation  (16),  en  posant 


on  aura  une  équation  du  second  di^ré  qui  déterminera 
un  des  rapports  aoharmoniques  et  son  inverse. 
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s.  La  résolulioD  <te  l'ëquation  (i6)  ne  saDraît  présen- 
ter de  difficulté;  je  n'insisterai  donc  pas  snr  ce  sujet,  et 
je  mécontenterai  d'ajouter  les  remarques  suivantes  : 

1°.  Si  l'équation  (i)  a  deux  racines  égales,  c'est-à-dire 
si  son  discriminant  est  nul,  ou,  en  d'autres  termes,  à 
l'on  a 

(i8)  V—if}J'~o, 

l'équation  (i6)  se  réduit  à  p  ^  a,  et  admet  deux  racines 
infinies;  il  y  a  donc  deux  rapports  anharmoniqnes  nuls 
et  un  égal  à  l'unité  :  résultat  évident  i  priori. 

3°.  Si  les  quatre  points  correspondant  aux  racines  de 
l'équation  (i)  forment  un  système  harmonique,  ou  devra 
avoir,  par  exemple,  r,:=  —  i,  et  par  suite ,  pi  ^  —  a  ; 
l'équation  (17)  devra  donc  admettre  ^  racine  —  3,  ce 
qui  conduit  à 

(19)  J  =  o, 

La  réciproque  est  facile  à  vérifier;  on  retrouve  ainsi 
un  théorème  connu. 

3°,  Si  l'on  suppose  p,  =  i ,  c'est-à-dire 

r,  =  /■,=:  r, , 

l'éqnation  (17)  nons  donne 

(ao)  1  =  0; 

la  réciproque  est  également  vraie.  La  condition  pour  que 
les  trois  rapports  anharmoniques  soient  ^anx  est 
donc  1  =  0. 

4"'  L'équation  (16]  ne  peut  avoir  une  racine  double 
que  lorsque 

r  — 27J'  =  o, 
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ou  bien  lorsque 


Ces  deux  hypothèses  uons  conduisent  aax  deux  pre- 
miers CBS  déjà  examiDéa.  • 

6.  Considérons  deux  équations  du  qualrième  degré  : 

(21)  A*'  +  4B«*  H-6C*>  +4D*  +  E=so, 

(22)  A'*'  -4-  4B'«»  +6C«'  +  4D'i  -+-  E'  =  o; 

les  équations  aux  rapports  anharmoniques  des  racines  de 
ces  équations  seront  respectivement,  en  adoptant  la 
fonne  (17)» 


(24)  I"(p  +  2î(p-^)'=ï7J"{p  +  ")'i 

I'  et  J'  désignant  les  invarianta  de  la  seconde   équa- 
tion (aa). 

Pouf  que  les  équations  (a3)  et  (24)  aient  une  racine 
commune,  et  alors  les  trois  seront  communes,  il  faul  et  il 
suffit  qtxe 


ceci  résulte  immédiatement  de  la  forme  même  des  éqna- 
dons  (a3)  et  (24}- 

En  général,  si  l'on  a  une  suite  d'équations  du  qua- 
trième degré,  dont  les  invariants  fondamentaux  sont  res- 
pectivement I  et  J  pour  la  première ,  I'  et  J'  pour  la 
secoude,  Veli"  pour  )a  troisième,  elc...,  les  rapports 
•nharmoniqncs  correspondant  aux  racines  de  ces  diver- 
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ses  àjaaiions  seront  les  mêmes,  si  lui 


J'      J"       J"      ' 

ces  conditions  sont  nécessaires  ftsafEsanlcB. 

La  proposition  que  je  viens  d'énoncer  peut  être  d'un 
grand  secours  dans  des  qucBÙons  d'homographie. 


811  U  RÉSOLIITWN  NllMtUlUI  Dl  IBOX  MlATIMS 

Ml  SICOItt  BRGRÉ; 

Pai  u.  Abbl  TRANSON. 


1 .  L'exposition  de  la  mëihode  géométrique  exigée  par 
les  programmes  pour  la  résolution  de  deux  équations  du 
second  dcgié  h  deux  incounaes  présente,  dans  le&  Traités 
les  meilleur»  et  tes  p!ua  récents,  soit  A'^/gèbre,  soit  de 
Géométn'e  analytique,  une  lacune  qu'il  m'a  paru  utile 
de  signaler. 

2.  La  résolution  numérique  de  deux  équations  du  se- 
cond degré  ae  ramène  par  l'élimination  immédiate  de 
l'une  des  inconnues  à  la  résolution  d'une  équation  du 
quati-ième  degré.  Mais  nue  autre  méthode  bien  connue 
conduit,  soit  à  résoudre  deux  équations  du  second  degré 
après  avoir  calculé  préalablement  une  quantité  qui  dé- 
pend elle-même  d'une  équation  auxiliaire  du  troisième 
degré,  soit  à  résoudre  quatre  éqnaUons  du  premier  degré 
construites  à  l'aide  de  deux  des  racines  de  cette  même 
équaijon  auxiliaire. 

3.  Cette  seconde  méthode,  interprétée  géométrique- 
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ment,  coosisie  à  chercher  un  ou  deux  des  trois  couples 
de  séantes  communes  aux  deux  courbes  du  second  ordre 
que  représentent  les  équations  proposées,  parce  qu'alois 
il  ne  reste  plus  qu'à  calculer,  soit  les  rencontres  de  l'une 
de  ces  courbes  avec  uu  système  de  deux  lignes  droites,  soit 
les  rencontres  de  deux  tels  systèmes  entre  eux. 

4.  A  chaque  racine  de  l'équation  auxiliaire  do  troi- 
sième degré  que  fournit  la  méthode  dont  il  s'agit,  corres- 
pond un  couple  de  sécantes  communes,  couple  réel  ou 
imagioaire.  A  une  racine  imaginaire  correspond  toujours 
uD  couple  de  sécantes  imaginaires  ;  mais  à  une  racine 
réelle  ne  correspond  pas  toujours  un  couple  de  sécantes 
réelles.  Car  il  faut,  pour  que  les  sécantes  existent  effecti- 
vement, que  la  racine  réelle  qui  leur  correspond  rende 
positive  tuie  certaine  foncticm  des  paramètres  des  équa- 
tions proposées. 

5.  Lorsque  les  deux  courbes  du  second  degré  se  ren- 
contrent en  quatre  points,  les  trois  couples  de  sécantes 
cooununés  sont  nécessairement  réels.  Et  comme  l'exis- 
tence de  deux  de  ces  couples  entraîne  forcément  celle  du 
troisième,  on  saura  que  cette  circonsunce  de  qiutre  ren- 
contres a  lieu  si  les  trois  racines  de  l'équation  auxiliaire 
sont  réelles,  et  si  en  même  temps  deux  d'entre  elles 
rendent  positive  la  fonction  dont  nous  venons  de  parler. 

6.  Quand  les  courbes  ne  se  rencontrent  pas  en  quatre 
points,  elles  se  rencontrent  en  deux,  ou  bien  elles  ne  se 
rencontrent  pas  du  tout.  Mais  dans  l'un  comme  dans 
l'autre  de  ces  deux  deroiers  cas,  on  sait  k  priori  qu'il 
existe  un  couple  de  sécantes  réelles,  les  deux  autres  étant 
imaginaires. 

7.  Dans  cette  circonstance  d'un  seul  couplede  sécante» 
réelles,  comment  vider  la  questiou  de  savoir  s'il  y  a  deu» 
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rcDcoutres,  on  s'il  n'y  eu  a  pas?  On  ii'iudique  pas  d'autn* 
moyen  que  de  chercher  les  intersections  de  chacune  des 
sécantes  réelles  avec  l'une  des  deux  courbes  propoeëes. 
De  sorte  que,  si  eSectivement  il  n'y  a  pas  de  rencontres, 
on  aura  lÀit  un  calent  inutile.  C'est  ici  que  je  crois  pon- 
voir  signaler  une  lacune. 

8.  En  effet,  deux  cas  distincts  donnent  lien  à  l'exis- 
tence d'un  seul  couple  de  sécantes  réelles,  savoir  : 

1°.  Les  trois  racines  de  l'équation  auxiliaire  étant 
réelles,  une  seule  rend  positive  la  fonction  dont  il  a  été 
question  précédemment; 

a°.  L'équation  auxiliaire  n'a  qu'une  seule  racine  réelle. 

Or  on  peut  démontrer  que  dans  le  premier  cas  il  n'y 
a  aucune  rencontre,  et  qu'il  y  en  a  deux  dans  le  second. 

9.  Pour  démontrer  ce  théorème,  j'observe  d'abord  que 
la  nature  des  rencontres,  et  que  par  suite  la  nature  et  les 
propriétés  des  racines  de  l'équation  auxiliaire  sont  indé- 
pendantes du  choix  des  coordonnées;  que,  de  plus,  l'un 
des  systèmes  de  sécantes  communes  est  toujours  réel;  de 
sorte  qu'on  peut  étudier  la  question  en  supposant  les 
deux  courbes  rapportées  k  deux  sécantes  communes  prises 
pour  axes  de  coordonnées. 

10.  Les  deux  équations  de  ces  courbes  ne  dî0èrent 
alors  que  par  un  seul  paramètre,  et  peuvent  être  disculées 
sous  la  forme  suivante  : 

ay'  ■+■  B*r  +  cx'  +  dx  +  **  +/=  o, 
aj^-t-Bijy  +■*■«'  + rfr +  «+/=  o. 
Leur  combinaison  est  .- 

+  r(  !+>)*• +  //(n-l}r-t-e(H-l)*+/(i  -J-i)=o. 
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Et  l'i'qualioik  auxiliaire,  Jvbairasst'e  <Iu  factt-ur  t  +  ^ 
qui,  ^alé  à  zéro,  donne  la  racine  réelle  correspoadaaie 
au  système  de  séianies  prises  pour  axes  de  coordonnées, 
se  trouve  abaissée  au  secoud  degré  comme  il  suit  ; 


—  </e(B  -t-  IB,)  {1  +  1)  H-/(B  4-  iB,)'  =  o. 
D'ailleurs  ta   réalité  des  deux  racines  de  cette  équa- 
tion, se  coufondaut  avec  ta  réalité  du  rapport  ^       ■     1 

entraine  une  ooudilion  qui  se  transforme  aisément  dans 
la  suivante: 

(«'-4c/^)K-4'7/)>o. 

Or  les  facteurs  binômra  e'  —  4"^>  et  *'*  —  4<>Aî  sont 
respectivement  ceux  dont  le  signe  décide  la  réalité  de4 
rencontres  de  chacun  des  axes  de  coordonnées  avec  les 
courbes  proposées.  El  par  là  on  voit  que,  si  les  quatre 
rencontres  sont  imaginaires,  les  trois  racines  de  Téqua- 
tîon  auxiliaire  sont  réelles,  et  que  si  deux  des  rencontres 
seulement  sont  imaginaires,  cette  même  équation  n'a 
qu'une  seule  racine  réelle. 

if.  Je  teimine  par  une  simple  réflexion.  La  méthode 
que  je  viens  d'étudier  est  certainement  intéressante  et 
instructive;  mais  peut-elle  être  d'un  grand  secours  dans 
la  pratique  des  équations  numériques?  }e  crois  qu'il  est 
permis  d'en  doutei'.  En  effet,  l'équation  auxiliaire  du 
troisième  degré  pourra  bien  n'avoir  aucune  racine  com- 
mensurable;  même  il  pourra  arriver  qne  les  deux  sécantes 
qui  correspondent  à  une  racine  commensurablè  de  l'équa- 
tion auxiliaire  aient  des  équations  à  coelhcients  incom- 
mensurables. El  alors,  si  on  a  besoin  de  résoudre  avec 
un  degré  d'approximation  déterminé  les  deux  équations 

Ami.  itUath^mei.,i.  XIX.  (  Norciubra  iSCo}.  37 
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dn  second  «legrë,  ne  vaudraii-il  pas  mieux  s'en  tenir  k 
réqualion  du  quatrième  degré  fournie  par  l'élimination 
de  l'une  des  ii 


mrniêtl  Bl  LA  QVISTIM  53» 


PAB  M.  EDoi»  FORESTIER, 
Elèie  du  lycée  Sainl-Loai*, 

Et  MH.  vannier  ( Poui^ -la-Reine )  rr  SIACCHI  (Rome). 


La  t|ùes(ion  530  doit  être  rectifiée  de  la  mani^^  sui- 
vante : 

,  ■  sinP 

d'où 

'  tang  ■■■~-î  col î  =:  ting  (^  —  45*). 

f^n  efTct,  réalité  (i)  p^ut  s'écrire 

sinP  _  siny 
l»ngf~      I 

ce  qni  donne 

sinP  sinP  +  sinf  _  sloP  —  siny 

'angç         I  +  langf    ~~    tangf  —  i    ' 


sinP  +  sinf        i  +  tangf 
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(  419  ) 
et  en  verlu  île  transformations  connues 


Udg<p- 


donc 


U„g__L 

I  =  tang45'*t 


'«"BT—  ■  _   tangT  -  taiig45"   __  ^    j„ 

I  -h  langf       I  ■+■  taDgftaag4S''  *'^'       °    '' 

Par  consé(}uent 

tang-    — T.cot    ■-■■^  y  =  tang(ç  — 45"). 

On  ne  pourra  donc  avoir  en  même  temps 

tang— ^Uog^-?  =  tang  (,  —  45«), 
que  si 

P  +  T  =  î('  +  4*). 

A  étant  un  nombre  quelconque. 

Note.  M.  Dellac,  professeur  à  Amiens,  fait  observer  que 
ce  problème  est  consigné  dans  loua  les  Traités  de  Trigo- 
nométrie. Ganss  se  sert  fréquemment  de  rette  transfor* 
mation  dans  son  célèbre  Traité. 
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SOLUTION  M  U  OIJCSTriN  535 

{TOlr  p.  awii 

pAa  M.  J.-Cb.  DUPAIN, 
ProfeiBenr, 
l'abbé  POITRASSON  (du  séminaire  de  Vab,  près  le  Pu;} 
ET  M.  SIACCHl  (Fbakcis)  (de  Rome). 


Les  deux  polygones  proposés  sont  Homothétîques.  Dn 
centre  d'Homo tbëtic,  j'abaisse  sur  deux  ctnéi  bomologucs 
les  pei'pendiculaires  p,  //,  et  sur  deux  autres  càtés  homo- 
logues les  perpendiculaiies  ^,  ^. 

Ces  perpendiculaires  étant  des  lignes  homologues  ,  ' 


mais  d'après  la  troisième  Inpothése 


Le  centre  d'homoifiéiîc  est  en  même  temps  le  centrede 
deux  ci  rcx>  Il  fermées  i-cspflCtivcmeBt  inscriies  aux  deux 
polygones.  c.  q.  f,  n- 

M.  Siacchi  fait  observer  :  i"  que  deux  polygones  satis- 
faisant aux  deux  premières  conditions  et  ayant  les  inter- 
valles entre  les  sommets  homologues  égaux,  sont  inscrip- 
tibles  dansdcux  ciTelos  ;  ■i°  que  deux  polyèdres  satisfaisant 
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»  des  conditions  analogues  A  celtes  qui  sont  indiquées 
dans  ta  question  ou  à  celles  qui  sont  indiquées  dans  (t°), 
sont  circonscripiibles  à  des  sphères  ou  inscri  pli  blés. 

M.  l'abbé  Poitrasson  donne  ce  scotie  : 

1°.  Si  les  deux  polygones  sont  convexes,  ils  ne  satisfont 
aux  condilious  du  théorème  que  si  l'an  des  polygones  est 
intérieur  À  l'autre;  3°  s'ils  sont  dou  convexes,  ils  doivent 
être  extérieurs  t'un  par  rapport  à  l'autre. 

Les  polygones  étoiles  circonscrits  rentrent  dans  te  cas 
des  polygones  convexes. 


K«TB  Sll  LES  P«LYGO\BS  RÉfiULtBRS  SPHfiRIQUES 
ET  SOUITION  BB  LA  «URSTION  lil  (SlnUr) 

(TOIrl.  VI,  ».  ut); 

Par  h.  FAURE. 

Si  l'on  appelles,  b,  clés càtés d'un  triangle sphérique, 
C  l'angle  opposé  au  câté  c,  on  a  la  relatiou 

cosc  =  cosacos6  +sinii  sin&rosC, 

d'où  l'on  déduit  facilement 

iin'  -  c  =  sin'  —  a  cos'  -  i  -(-  cos'  -  a  sin'  -  b 

î  2  2  2  3 

—  2  sin  -  a  sin  -  6  cos  -  a  cos  -  6  cos  C I 
a  2  a  2 

cos'  —  c  =  cos'  -  a  cos'  —  i  +  sin'  —  a  sin'  —  b 

2  2  2  2  2 

4- 1  sin  -  n  sin  -  è  cos  -  «  cos  -  ft  cos  C. 
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L^endre,  cUds  les  prêteuses  Notes  de  sa  Trigonomé~ 
trie,  développe  la  valeur  de  sin  -  c  et  ces  -  c  en  série, 
et  trouve  (les  logarithmes  sont  hyperlK>Ii<]ues) 

log  sin  -  e  =  l<^  1  sin  - n  cos-  *)  — «w*^ 

^       ^  ^     '       lang  -  a 


)(^  cos  -  c  =  Ic^lcoi  -a  cos  -  P I  +    ■  c< 


tang'  -  i 

cl  ajant  de  telles  séries,  on  peut  repasser  aux  éijua- 
lions  finies  d'où  elles  proviennent;  observation  essen- 
tielle pour  ce  qui  suit. 

L^endre  montre  aussi  que  la  valeur  de  x,  qu$  l'on 
lire  de  l'équation 

m  +  li  I  _ 

tang.c  = lang  -  C, 

pnit  s'exprimer  par  relie  série  * 

*=-Ch sinCH ;siD2C  +  = — jsinSC -f-.... 

Or,  les  analogicb  de  Kepcr  dT>nnent,  A  et  B  cuul  les 
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deux  autres  angles  du  triangle  sphérique, 

A-B      •^^('»+,*) 

«.tl^  =  — J taDg-C 

tin- (a  ■—  à) 

UDg  -  a  +  tang  -  6  ^ 

— î —  tang  -  C 1 

ung  ^  û  —  lanj;  -  * 

,01  *.±°  =  —^ ung  l C 

1  —  tang  -  a  taog  -  à 

=  , 1-  laug  -  C , 

H-  Ung  i  a  tang  -  & 

donc,  en  venu  de  la  formule  précédente, 

uni!  -  b  tang'  -  é 

*  ^  tang  i  fl  2  tang'  -  a 

tang*  — & 

^— sio3C— ..., 


tang  -  b  tang'  -  i 

2  .  ' 


3  tang*  -  a 

nC-  , 

2  cot'  -  a 
a 

tang»-* 

_( ■  sin  3  C  — . . . 

3  tang'  -  « 


IV,  Google 


(4^4  ) 
Si  l'on  fait  la  somme  àc  ces  deux  valeurs,  ou  obtient 


On  peut  doue  regarder  cctio  expression  cotumc  éiant 
te  développement  de  la  valeur  de  A  donnce  par  la  re- 
lation 


gl6^,_t;mg'^«j-tangi<i^i- 


-  tang'— i  )  cosC 


I  -h  tang'-i  jsinC 


*=-(^-^) 


Dcveloppantctsubsiituanl  les  valeurs  ci-dessus,  on  obtient 
cette  dernière  relation  qui  n'est  (jue  la  transformation  de 

cota  siii'6  =  cos  i  cosC  +  sine  col  A, 

Ces  principes  établis,  proposons-nous  de  trouver  eu 
coordonnées  polaires  spliériques  le  lieu  d'un  point  P  sur 
la  surface  d'une  spliére,  (cl  que  si  de  là  on  mène  des  arcs 
de  grands  cei'dos  aux  soiinncls  P,,  P], . .  . ,  P„,  d'un  po-  , 
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lygone  régulier  sphériquc  inscrit  dans  un  pclît  cercle 
donné,  i  °  ie  produit  des  siuus  des  demi-arcs  PP, ,  PP,, , . ., 
PP.  soit  constant;  3°  et  3°  le  pi'oduit  des  cosinus  ou  des 
tangentes  des  mêmes  demi-arcs  soit  constant;  4"  la  somme 
des  angle»  PP,  P, ,  PP,P,,...,  PP„P,  soit  constante  (*). 
t".  Prenons  le  centre  O  du  petit  cercle  pour  pôle,  et 
le  grand  cercle  OP,  pour  axe  polaire.  Soient  OP  =  p; 
POP,  =  u  les  coordonnées  d'un  point  P  du  lieii  cher- 
ché. Désignons  aussi  par  p„  p,, ...,  p„  les  distances 
sphériquesdupoint  P  auxdillércnts  sommets  P,,Pt,..., 
P.  du  polygone,  on  a  par  hypothèse 

.1        .1  .1  ■  ,  t  . 

k  indiquant  une  constante  quelconque.  Formant  les 
triangles  OPP,,  OPP,,...,  OPP„,  on  trouve  de  suite, 
a  étant  le  rayon  spliérique  du  petit  ccicle, 

I  .   ,  I  1  ,  ï       ■  .  • 

sin'-p,  =  sin'-n  ros' -  p  +  c  os"  -  nsm-o 


—  a  sin  —  fl  sin  -  p  cos  —  a  eus  —  p  coa  j  u ) , 

2  ï'^  2  a"^  \-         n  J 

I  .1  ,1  ,  '         ■    .  ' 

siii'  -  p,  =  siii'  -  a  cos'  -  p  H-  cos'  -  a  sin*  -  p 

2"^  2  2"^  3  2^ 

—  2sin-nsin-  0  cos-fl  cos-o  cos  lu ^^ 

2  a-  2  2*^  \  n        , 

:■}  Ce  4"  aciil  est  le  sujet  .!,■  la  i|iir.lmn. 
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OD  déduit  doDC  de  là 

/   .  ■  \   ""'»'' 

loe  a»  i  f,  =  los  I»"  T  «  «» ; P] T  """ 

*                ^  '       ung  -  a 

tang'  -  p 

a  taDg'  -  a 

-^                     ^  '        tans  -  a 


2iaag'  ; 


log  »in  -  F,  =  log  (siD  - 
taog 

tang'  \ 


Ajoutons  CCS  l'ësultats  : 
logMo"- *  ^log  Iwn -a  cos-pj —  < 


ung»  ^  f, 

eus  211 


I 
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On  voit  en  effet  facilement,  en  ayant  égard  à  La  val«ur 
de  la  somme 

/  2ir\  /  3(«— l)it\ 

co!  «»+€«  m  f  »  —  — J . . .  +  cos  M  (  w i-__L  1 , 

que  cette  somme  est  iiuUo  toutes  les  fois  que  m  n'est  pas 
un  multiple  de  n,  et  lorsque  le  contraire  a  lieu,  cette 
somme  est  égale  à  n  sin  mo). 


I^  valeur  que  nous  venons  de  trouver  pour  log  sin  - 1 
donne  en  passant  aux  nombres  (p.  43>  et  4^^) 
sin'  -  <  ^  sin"  -  a  cos"  -a  +  cos*"  -  a  sin"  -  p 


-  a  sin"  -  a  oos"  - 


cquatioo  du  lieu. 

a".  Mêmes  notations.  On  a  par  hypothèse 

cos  -  p,  cos  -  p, , . .  cos  -  p,  =  cos"  -  i. 


+  2  nn  -a  cos  -  n  sin  -  «  cos  -  a  cos  u 

2  2  2  2' 

i'  —  f,  =  cos'  -  a  cos'  -  p  -t-  sio'  -  a  sin'  -  e 

7.  2  2"^  2  2  "^ 

+  2  sia  -  a  COS  -  o  sin  -  p  cos  -  p  COS  f 

2  2  9^  7."  \ 

i'  -  p,  ^  COS*  -  a  cos'  -  p  +  sin'  -  a  sin'  -  p 

+  2  sin  -  n  cos  -  û  sin  -  B  cos  -  p 

a  2  a  ■         a 


-ï> 
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AjouUut  et  ayaui  ^ard  à  la  remarque  prëcédeote,  ou 
obtient 


^  ^        ^  *    ^  col"  i  a 

teng"  -  p 


UDf- 

cosnw 


le  signe  supérieur  si  n  est  impair,  et  l'inférieur  si  n  est 
pair.  Passant  des  logarithmes  aux  nombres ,  on  a 


"-a  ros"  -  p  -4-  SI 
n"  —  a  ros'  -  a  sîn'  - 


équation  du  lien. 

3**.  Si  enfin  on  donuait  le  produit  des  ingénies  des 
demi-axes  p,,  /5»,.-m  P-*  ^S^^  ^  tang"  -  A',  on  se  servira 
des 'formules  précédentes  pour  avoir 

lo_gianjî-p„.  .,loginng-p, 
et  l'on  arrive  à  la  relation 

tang"  ~a+-  lang"  -  p  +  a  tang"  -o  tang"  -  p  coss» 


lang" 


H-lan(j"-nianj;''-6±2tang"— «iang"-fcos»» 

selon  «]ue  n  est  impair  ou  pair. 

4°.  Relativement  à  taderaièrequcstiou,  j'appellerai  A 
le  demi-angle  formé  par  deux  côtés  consécutifs  du  po- 
lygone régulier,  P„  P,,.--)  P",  1"  angles  PP.P,, 
PP,P„...,PP,.P„  et  jcposL- 

A  — P,=«,      A— P,  =  «, A  — P.  =  «.; 
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on  aura  par  suite 

«A  -  (P,  +  P.. ..+ P.)  =  «,+«,...«,=:  n  *. 

Les  triangles  OPPr.OPP,,...,  OPP„  donnent 

Une- a  ('  — •""B'-p]  —  tons-p  1 1— Ung'^  alco»« 

Ung-p  (  i4-laiiQ'-al*l(i« 

IBn^^d  (i  — Ung'^^j  —  tang'lpl  I— lang'-alcoafi.  —  ^f 
UQC5a(i-Wing'^pl-l»ne^p(i-l«ng'^ajcOTru  — îi^^'-"! 

^"«'"■^  ' TT .1  \       / Q(»-ii,\ "* 

Mps~P  ll+UDB'-al  »KI  lu i— I 

d'où  {p.  4^3) 

Aang^fl       (ang^ 

M,  =  it  —  u  -(-  ain  M  I 

\fotip         langi 

/une»^a        tang'l 

—  Mniuj 

\  irot'^p       aiang'^p 


j,  =  it— I» +sin(» Il 
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M"-0- 


tang  -  a  tapg  -  a 
col  -  f  Ung  -  p 
tang'-a        tang'-a 


l  3  cot'  -  p      2  tang'  ~  p  / 

Ajoatant  et  remarquant  aussi  que  la  somme 

/         a«\  .       /         a(fl  — i)ic\ 

e»t  nulle  lorsque  m  u'est  pas  divisible  par  n,  et  devient 
^.gale  à  n  sin  mw  dans  le  cas  contraire,  on  trouvera 


f  lang"  -«       taog" 
nk  =  v  —  /iu±sin 

tang"lp 


tang"  -  a       lang" 


tang»-p 


On  prendra  le  signe  supérieur  lorsque  n  sera  impair,  et 
l'inférieur  pour  n  pair.  A  l'inspection  seule  de  cette  rela- 
tion, on  déduit  pour  l'équation  du  lieu  cherché 


tu  ne"; 


r(- 


Kdb'-o  (i±tnne'"-«l  'i 
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S9UITI9N  n  U  «UESTION  522 
Pak  m.  dewulf. 


Toates  les  surfaces  polaires  d'un  point  d'une  surface 
algébrique,  prises  par  rapport  à  cette  surface,  ont  mémo 
indicalrice  en  ce  point  ;  les  rayons  de  courbure  des  sec- 
tions faites  par  un  plan  issu  de  ce  point  dans  la  surface 
et  ses  diverses  polaires,  sont  en  ce.  point  inversement 
proportionnels  aux  degr&  des  surfaces  diminues  d'une 
unité.  (Th.  Mootakd.) 

Soit 

"tf-i-  K,/^'  -H  «,("-'4-,  ..  +  «,  =  o 

l'équation  d'une  surface  : 

«,  =  B,«-f-Bî^  +  B,ï, 

u,  =  C.I'  +  Cj-'  +  C,  »'  +  C,  xj-  +  Ciiï  +  Cjî. 

Prenant  l'origine  en  un, point  de  la  surface,  le  plan 
tangent  à  la  surface  en  ce  point  pour  plan  de  x^,  on  a 
M,  =  o,  B|  =  o,  B,  =  o,  et  l'équation  de  la  surface  devient 

Nous  savons  que  l'équation  de  l'indicatrice  eu  un  point 
quelconque  xyt  d'une  surface  est 

posons  x=o,  y^o,  z  ^o,  el  cette  équation  devient 
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or.  en  csltulaiil  r,  s,  !■,  oh  a  : 

(2)  C.X"  +  C,Y'  +  C,XY=CB,. 

I.a  polaire  d'ordre  h  de  rorigini!  des  coordoiiaccs,  par 
rapport  à  la  surface  (i),  a  pour  équation  ^ 

^  =  A,«,  4-  A,«.  +  .  . .  +  A^»«.^  =  o, 
A,  =  (-.-.)(«-2)(«-3). ..(«-*), 
A,  =  («-2)(n -3}...  («-/)[«-*-'}» 
ei  l'équalion  de  l'iadicalrice  à  l'origine  de  celle  surfare 


(3)  C,X'  +  CY'  +  C.XY=  CB,  -. 

Cette  équation  fait  voir  que  l'indicatrice  oc  varie  pas 
avec*,  donne  des  courbes  semblables,  ce  qui  démontre 
k  première  partie  du  théorème.  Quant  à  la  seconde,  elle 
résulte  aussi  immédiatement  de  l'équation  {3).  On  sait 
que  les  rayons  cte  courbure  des  sections  normales  passant 
par  un  point  sont  pi-oportionnels  aux  demi-dia mètres 
que  ces  sections  déterminent  dans  l'indicatrice  ;  or  ces 

demi-diamétres  sont  proportionnels  à  ^=^_^  _— c'i 

par  suite,  inversement  proportionnels  à  (h  —  a)  —  i- 

Le  théorème  de  Meusnier  étend  ce  que  nous  venons  de 
dire  aux  sections  obliques. 
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SOLVTIOK  DS  U  QUESTMII  HU 

\ 

P«B  M.  Chaklss  KESSLER. 
Théouèue.  Sot'enl 

fétfua/ion  d'une  courbe  algébrique, 

r-J.  =  F'(*.)  (*-■«■.) 
réqtiation  dune  tangente  au  point  x,  y,  ^  X,  Y  un  point 
quelconquedecetie  tangente  :  ^ — -  est  un  maximum  ùu 


1  lorsque  Y  =  j,,  X  =:  x,. 

Démonstration.  Je  remarque  que  l'équation  ci-dessus 
de  )a  tangeoie  à  la  courbe  est  ïuezactej  pour  qu'il  ea  fut 
autrement,  il  faudrait  qB^l'équationde  cette  courbe  para- 
bolique fût  y  =  F  (x)  :  c'est  du  reste  à  cette  deruière 
forme  que  je  rais  la  ramener.  Je  pose 

L'équation  de  la  tangente  est  y  — /i  ^=J'  (x,)  {x — X|), 

et  je  di.  ,M  y^j  =  (j^)"  ou  ^je.t™,ic«m  o. 

minimum  pour  X=:x, ,  Y  ^y,. 

Ceci  peut  être  cousîdëré  comme  évident  à  priori,  car 

pour  tous  les  points  de  la  courbe  ~—  =  i  =conslante, 
et  par  conséquent  la  dérivée  est  nulle  :  ce  qui  indique  que 
tous  les  poûitsde  la  courbe,  eteu  particulier  le  pointXt  ,y, 

Ann.  lie  Hmhémat.,  I.  XIX.  (\OTembrs  xfAo.)  sS 
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jouisfleut  dti  celle  propriété  qu'ils  l'eodcnt  nMximam  ou 
minimum  la  fonction  précédente. 

EId  Toici  du  reste  une  autre  démonstrabon,  ou  plutôt 
une  extension.  Le  numérateur  de  la  dérivée  de  STv\  ^' 

Y'/(X)-Ï/'(X), 
ou,  eu  remarquant  qu'entre  l'ordonnée  et  l'abscisse  à 
l'origine,  on  a  la  relation 


x,r(x,)- 

■r: 

- 

/•('.) 

'./'{'. 

1- 

r' 

j'.-^./'C*.)" 

d'où 

etcfunme 

OD  voitque  cette  expression  est  nulle  pour  x  :=Xi ,  jr=Xi  ■ 


mmm  k  la  qvbstion  m 

PAK  H.  Cmaklu  KESSLEH  . 

TaioiiliifE.  Supposons  quel*  puisse  se  décomposer  de 
n  manières  en  produits  de  fadeurs  inégaux  (i  .z'  com- 
pris)^ démontrer  que  4z'  peut  se  décomposer  de  n  ma- 
nières, et  pas  davantage^  en  différence  de  deux  carrés 
entiers. 

Démonstration.  Supposons 

t'=pq, 
p,ç   éUDt  deux  quantités  différentes  entre   elles;   on 
pourra  toujours  trouver  deux  quantités  et  deux  quan' 
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tilès  seulement  lelltis,  (luu 


4 


Ceci  apprend  déjà  que  tout  carra  est  la  difl'éroni-c  dt.- 
deax  autres  carrés,  et  d'autant  de  manières  qu'il  peut  se 
décomposer  en  produit  de  facteurs  inégaux.  De  là  on  tir« 

(a  et  |3  sont  toiu  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs). 

Des  quantités  ce,  0  étant  déterminées  et  uniques  pour 
chaque  système  de  valeurs  de  p  et  q,  la  proposition  est 
démontrée.  Elle  s'étend  en  outre  évidemment  k  tout 
nombre  qui  n'est  pas  premier  et  peut  se  formuler  : 

Supposons  que  h  non  premier  puisse  se  décomposer 
de  n  manières  en  produits  de  facteurs  îni/gaux  (t  .h)  com- 
pris, a'"A  peut  se  décomposer  de  n  manières  au  moins  en 
di&érence  de  deux  carrés  entiers  :  du  reste,  tout  uombre 
est  la  différence  de  deux  carrés. 

U  est  facile  de  montrer  plus  clairement  que  le  nombre 
de  manières  dont  4*'  peut  se  décomposer  en  difTérence 
de  deux  carrés  entiers,  ne  surpasse  pas  celui  dont  s*  se 
décompose  en  produits  de  deux  facteurs  in^aux.  Si,  en 
effet,  il  en  existe  une  autre 

d'où 


z*  se  décompose  en  produits  de  deux  facteurs  inégaux,  et 
par  hypothèse  on  a  considéré  toutes  les  manières  dont 
cela  arrive. 
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SOUlTIOïi  DE  LA  QtiE^ON  544 
Pam  h.  Cbullu  KESSLER. 

a,  +</â',~h  1/â','t-■.■  +  </âi,=  P■ 
3e  suppose  qu'on  change  n'  signes ,  ei  déeiguani  le  nou- 
veau polyoème  par  Q,  combien  PQ  ren ferme -l-il  d'irra- 
lionnellesi'  Soit  n  =  n'  -h  n". 

Soit  A  l'ensemblo  des  n"  termes  duni  le  signe  n'est 
pas  changé,  B  celui  des  n'  termes  dont  ou  change  le  signe, 

PQ  =  (A4-B)(A  — B)=A'  — B', 
et  le  nombre  des  irrationnelles- est 

"'('•'-t)  ^  ""(""-■)  _  ^" +  ""■-("'  +  "") 


(WNG61IRS  D'ADIHISSION  A  L'I^GOLS  NMIALK  EN  ISC* 

i  telr  t.  IH)  ; 
Pu  H    Chulks  KI-:SSLËR. 

Trouver  l'intersection  d'un  c6nede  révotnlion  par  un 
plan.  Si  par  tons  les  points  de  Tinterseotiou  on  élève  des 
normales  au  c6ne,  chacune  de  ces  normales  perce  la 
surface  en  un  second  point.  On  demande  la  courbe  formée 
par  ces  points  (*}, 

Solution  géométrique.  On  sait  que  la  section  peut  être 
(')  Ltiurrace  Torraée  pir  iMooriniiIfls  cet  du  siiiètns  ilfBré.    Tn. 
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l'uDe  quelconque  des  trois  courbes  du  second  degré. 
Soit  M  t'un  des  poiutsde  l'intersection,  ASB  plan  méri- 
dien passant  par  M  ;  S  =  ASB. 

La  normale  en  M  i  la  surface  sera  perpendiculaire  à  la 
génératrice  SB,  et  rencontrera  SA  en  M',  par  exemple  ;  car 
dans  une  surface  de  révolution  le  plan  tangent  est  per- 
pendiculaire au  plan  méridien  qui  passe  par  le  point 
de  contact.  M'  est  un  point  de  la  courbe  cbercbée,  et 
l'on  a 

''  ■"  ~  cosV 

Donc  1rs  rayons  vecteurs  de  la  courbe  des  M' sont  propor- 
tionnels aux  rayons  vecteurs  correspondants  de  la  section, 
donc  la  courbe  est  la  même  que  celle  qui  serait  faite  par 
an  plan  parallèle  à  celui  de  la  section  d'une  distance  du 
sommet  S  marquée  par  le  rapport  précédent;  la  courbe 
est  donc  de  même  nature  que  Useciîon  ;  algébriquement 
parlant,  elle  lui  est  semblable:  ses  sommets  sont  sur  les 
mêmes  génératrices,  son  plan  e^t  perpendiculaire  à  ASB. 
Si  l'on  opère  le  développement  du  cane  en  le  coupant 
d'abord  suivaniSB,  puis  en  le  coupant  suivant  SA,  que 
dans  lé  développement  on  superpose  SA  et  SB,  les  déve- 
loppées dei  courbes  sont  semblables. 

TUfiORÈW  SUS  LE  TRUKfiLK  GIBCOKSCRIT  A  UN  CERCLE  ^ 

Pas  m.  Josus  HAHCOtlRT, 

ProfeBSeiiriiNeuirry  (Irlande). 

Théorème.  Un  triangle  étant  circonscrit  à  un  cercle^ 
on  mène  une  quatrième  tangente  quelconque  ;  des  som- 
mets du  triangle  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  cette 
quatrième  tangente.  On  multiplie  chacune  de  ces  perpen- 
diculaires par  le  càté   du  triangle  opposé  an  sommet 
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d'où  pari  la  perpendiculaire  j  la  somme  algébrique  des 
LTOÎS  produits  est  égale  au  double  de  l'aire  du  triangle. 

Démonstration  (vommuniquëe  parM.  Le  Besgue)  {*). 
A  chaque  sommet  appliquons  une  force  proporticmn^le 
an  côté  opposé  du  triangle  ;  lorsque  les  trois  forces  sont 
parallèles ,  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  est  le 
centre  des  forces  parallèles,  et  le  périmitre  du  triangle 
représente  la  résultante;  prenant  les  moments  par  rap- 
port à  la  quatrième  tangente,  on  a  la  propriété  énoncée; 
une  propriété  analogue  existe  ponr  le  tétraèdre  en  rem- 
plaçant les  c6té8  par  les  aires  des  faces. 

La  démonstration  analj  tique  ne  présente  aucune  dif- 
ficulté. 

DÉNONSTRATION  OU  THÉOB&iS  III  »B  N.  RAGBL 


Lemme.  Si  l'on  divise  en  parties  égales  les  angles  d'un 
triangle,  ainsi  qne  les  supplémenis  de  ces  angles,  pour 
avoir  le  centre  du  cercle  inscrit  et  ceux  des  cercles  ex- 
inscrits, ces  bissectrices  étant  évidemment  perpendico- 
laires  deux  à  deux,  on  sait  que  le  triangle  formé  par  les 
trois  derniers  centres  a  pour  hauteurs  les  bissectrices  in- 
térieures; delà  résulte  le  théorème  connu  : 

Lesliauteursd'nn  triangle  sont  bissectrices  du  triangle 
formé  en  réunissant  les  pieds  de  ces  hauteurs. 

Théorème.  Dans  un  triangle,  les  lignes  qui  joignent 
les  pieds  des  hauteurs  sont  respectivement  perpendi- 
culaires aux  rayons  qui  ioigneut  les  sommets  avec  le 
centre  du  cercle  circonscrit. 

{')  Reinurnd  à  BordouQi.    Tu. 
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Pour  le  faire  voir,  soit  O  le  centre  du  cercle, circon- 
scrit au  iriangle  ABC,  et  reprëseDtons  respectivement 
par  a,  P,  y  les  aûgles  à  la  base  dans  les  triangles  DOC,' 
AOC,  AOB,  ce  qui  donne 

et 

.  =  90"  — A,     p  =  90-~-B,     7  =  90*  — C. 

Maintenant,  soient  A',  B*,  C  les  pieds  des  bautears 


correspondant  aax  sommets  A,  B,  C,  nous  savons  qu'une 
hauteur  AA'  est  bissectrice  de  l'angte  A',  et  CC  de 
l'angle  C. 

Soit  H  le  point  de  concours  de  ces  hauteurs,  et  considé- 
rons le  quadrilatère  BA'HC  dans  lequel  tes  angles  opposés 
en  A' et  en  C  sont  droits;  donc  A'HC'=  180 — B. 

Mais  d'après  le  lemme,  nous  savons  que  dans  le 
triangle  A'HC  la  droite  HA'  est  bissectrice  de  l'angle  A' 
du  triangle  B'A'C;  de  nième  HC  est  bissectrice  de 
l'angle  C. 

Donc,  dans  le  triangle  où  l'angle  A'HC'^  A  +  C, 

*^  +  ^+A-f-C=i8o, 
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On  aura  de  même 

i:+!:=c,  !.'  +  £:=*, 

2  2  2  3 

B'  +  C'=3A  =  l8o"-  2a=l8o"  — A'î 

par  conséquent 

-  =  a,      -  =  6,      -=    " 

Ainsi  nous  voyons  que  les  angles  OBC = a  et  C'A'  H'  =  — 
sont  égaux;  maïs  déjà  le  côté  BC  de  t'un  de  ces  angles 
pst  perpendiculaire  au  c6té  HA'  de  l'autre  angle  :  donc 
leurs  côtés  OB  et  C'A'  sont  aussi  perpendiculaires;  on 
verrait  de  même  que  B'C  et  WA'  sont  respectivement 
perpendiculaires  à  OA  et  à  OC.  c.  q.  f.  d. 

Il  est  facile  de  reconnaitre  que  ce  qui  prérède  revient 
au  tkéorèine  Kl  de  M.  Nagel.  En  effet,  le  centre  du  cercle 
circonscrit  à  A'BT/  est,  comme  on  le  voit,  celui  du 
cercle  des  neuf  points  par  rapport  à  ABC;  donc,  par  un 
tliéorème  connu,  ce  point  est  au  milieu  de  la  droite  OH. 
A.  B,  C  sont  les  centres  extérieurs  des  cercles  qui  tou- 
chent les  côtés  du  triangle  A'B^  C. 

Ifote.  Dans  le  iliéorime  I,  il  faut  lire  contacts  exté- 
rieurs et  non  intérieurs.  Tk. 


ATPIICATIOII  DES  DiTEKHINANTS 
AU  GOKTACT  DES  CERaES  ET  DES  SPOÉBES; 

D'iPsis  M.  C.-W.  BAUEa  ('}, 

TrOM  cercif.s. 
I.  SoitOA,  A,  A,  un  quadrilatère  reciiligne  plan. 
(')  /cwRiiIdcSchloiiiilctt,!.  V,  p.  385;  iMio. 
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j-i,  y,  de  A, 
0,0    de  O  origiDe. 


Appliquant  k  ce  déterminBBt  le  procédé  connu,  on  a 


a'„  =  xi  +r'., 

a  (i'- f.  +  J.  j-.)  =  fli  4- fl«  —  uiB> 
a.,  distance  du  point  A^  ik  A.. 

Lorsque  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  les  n. 
expriment  les  dislances  OA,,  OAi,  OAj,  et  les  a»,  les. 
distances  A,A||  Af Ai,  AfAt. 

Ces  équations  donnent 


4.  Soient  donnés  trois  cercles  de  rayon»,  r'i,  r,,  7',,  et 
un  qualrîème  cercle  de  rayon  inconnu  r  qui  les  louche. 
Considérant   le    rentre   inconnu    de   ce  cercle   comme 
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origine,  posons 

fl,  =/■+  r,  ,      a,=.r  +  r,,      o,  =  /-  +  f|, 

{a,^  représente  les  distances  respectives  des  centres). 

A  la  gauche  du  déterminant  écrivons  la  colonne  o,  o,  o, 
formée  de  trois  zéros  et  au-dessus  la  ligne  horizoutale 

+  1,    — ar(r+»-,),   — ar(r+r,),   — ar(r+r,), 

OH  aura  un  nouveau  déterminant  de  16  termes,  mais 
égal  à  A*,  puisqu'il  se  réduit  à  i  .  A',  et  par  conséquent 
ce  nouveau  déterminant  est  aussi  nul  ;  on  sait  qu'un  dé- 
terminant ne  change  pas  de  valeur  absolue  en  ajoutant 
une  ligne  successivement  terme  à  terme  aux  autres 
lignes;  faisant  cette  opération  avec  la  première  ligne 
horizontale,  on  trouve  le  déterminant  à  t6  éléments: 

—  2r(r+r,)  —2r(r-i-r,)  — 2r{j--h/-,) 
+  2ri(r+r,)  +  2rr, -j-aX,,  ■+-2rr,  +2*,, 
+  2rr,+  2*i,  4-2r,  {r-l-r,)  -|-27ri -|-aiD 
+  a»r,  +  a*„  +2rr,-+-2*u  +ar,{r+r,) 

Ecrivons  à  gauche  uue  colonne  de  quatre  zéros,  et  en  tite 
la  ligne  horizontale 

-1-1,0,    -h2r,   -l-2r,   4- a?", 

nous  aurons  un  nouveau  déterminant  de  a5  éléments, 
ayant  môme  valeur  que  le  précédent,  à  cause  des  quatre 
zéros;  dans  ce  nouveau  déterminant,  multipliant  cette 
première  ligne  par  /*,  oh  a 

r,o,    -1-2/*,   +2r*,   4-2/*; 

ajoutant  cette  ligne  à  la  deuxième  ligne,  savoir  à 

0,1,  ~-2r{r  +  r,),    _  2r(r  + /■,) ,   —  2r{r -i-r,). 


=  0  (A) 
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OD  obtîCDt 

+  r,   +1,  —  arr,,   — 2rr,,    —irr,. 

Ce  nouveau  déterminant  sera  toujours  nul. 

Multipliant  successivement  la  m^me  première  ligne 
par  — r,, — r„ — r,,  et  ajouunt  respectivement  4 
la  troisième,  quatrième,  cinquième  lignede  (A),onobùent 

I  O      +2f         +2'-         -i-2r 

•     ■+-  I     —  2rr,     —  arr*     —  irr^ 
^     -4-1      +  a  rî     +  a  i„     +2  *., 


ha*., 


i-2A„ 


r,      4-1      +2*11     +2*a     +  2  rj 

Mettant  i°  la  seconde  colonne  i  la  place  de  la  pre- 
mière, et  vice  versa;  2°  divisant  par  r  les  termes  de  la 
première  et  seconde  ligne  ;  i°  par  3  les  coloAnes  troisième, 
quatrième  et  cinquième^  on  obtient 


=»(•). 


Eilectnant  ce  déterminant,  on  obtient  -  en  fonction  de 
fit  r*!!  ''il  ce  qu'il  fallait  trouver.  Le  développement  s'ob- 
tient facilement,  les  termes  -,  +  1,  +  1,  +1,  donnent 
chacun  24  termes  ;  ainsi  tout  au  plus  96  termes  ;  on  voit 
qu'il  sulifit  de  calculer  les  termes  provenant  de  -  et  de  + 1  • 

(')  Ja  ne  uclic  p»  qu'on  ail  d^k  trouvé  r  en  foncUou  de*  (roiiaotre* 


r; 

+  *.. 

+  », 

Hi, 

+'■; 

+  * 

*» 

-l-t. 

+  '■' 
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En  faisant  varier  les  signes  de  r,,  r*,  r,,  on  obtient  les 
huit  solations  que  comporte  le  problème,  r  est  donné  par 
une  équation  du  second  degré;  une  des  racines  se  rap- 
porte à  UD  moded'attoncheroent,  correspondant  aux  signes 
de  Ti,  r„  r„  et  l'autre  racine  se  rapporte  an  mode  d*at- 
toucbement  correspondant  i  des  valeurs  de  r,,  rt,  r,,  avec 
des  signes  opposés-,  car  on  Yoit  d'après  le  déterminant  (A) 
que  l'équation  ne  change  pas  en  changeant  simulta- 
nément  tes  signes  de  r,,  r,,  rj,  ei  ceci,  combiné  avec  la 
relation  entre  le  coefficient  du  second  terme  de  l'équation 
Cl  la  somme  des  racines,  donne  le  théorème  suivant,  dû 
à  M.  G.-W  Hcame. 

Appelons  rayon  réciproque  d'un  cercle  l'unité  divisée 
par  le  rajon  de  ce  cercle. 

Soient: 

—  le  rayon  réciproque  du  cercle  qui  est  touché  exté- 
neurement  par  les  trois  cercles  donnés  ; 

—  le  rayon  réciproque  du  cercle  qui  est  touché  inlé- 
rieuremeiit  parles  trois  cercles  donnés -, 

^^  ^  la  soihmc  des  rayons  réciproques  de  cercles  qui 

sont    touchés  extérieurement  par  un  des   trois  cercles 
donnés; 

2  ô"  1"  somme  des  rayons  réciproques  de  cercles  qui 

sont  touchés  extérieurement  par  deux  des  trois  cercles 
donnés. 
Ou  a 


"^R,        B, '^'i^R,' 


S.  Cas  oà  les  trois  cercies  donnés  se  touchent  mutuel- 
lement. Dans  ce  cas  al,„  =  {;■„  +  r„)';  doue  h^  =  —  r^r.. 
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Divisant  respei-tivemcm  par  r,,  r,,  c,  les  dernières  ligiie.^ 
horizouUles,  et  ensuite  pur  i\,  r,,  r^,  respectivement  les 
trois  dernières  ligues  verticales  (à  droite),  on  a 


E/Tectuant,  on  trouve 


'ii 


r.r,        rr,        r,r,\ 


2?=»2i, 


formule  qui  peut  ainsi  servir  à  trouver  trois  cercles  qui 
se  touchent  muluellemeni  et  touchent  un  cercle  donné. 

Quatre  sphères, 
6.  Soit  le  tétraèdre  A]  A»  A}  A4  ;  d'un  point  O  on  mèn« 
les  droites  OA, ,  OA,,  OA, ,  OA,. 

Coordonaée»  rectangulaires. 
-^11  /m  >i  de  A] 
■^11  X't  ^1  •'s  Al 
:c,,  j-j,  e,  (le  A, 
«■(,  ro  «.  de  A, 
O,    o,    o  de  O  oriiiinr. 
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PoBons 

0A.  =  «., 

«i  =  -':i+/i  +  «ij  1;=';  +  ^;  +  »^; 

«:,  =  (jr.  -  ^,)'  +  [y.-x.y  +  («-  -  '.)•; 

d'où 

(i)       2  (j-,*,  +  j'.j',  +  «.i,)  =  fli  +  «;  — rfi,. 

On  a      . 

X,    y.    %.    o 

*.    J-.    a,    0 

i== 

=  o. 

«î  +  rî  +  »î    *,*,+J'.r, -»-#,«,   *,*.H-r,r,-)-»,i.    '■,*.-i-/,r.+ 

'.'.-»-r,r, +■»,•,     *J -t- ^î  +  »î    *,r,+j-,r.-i-*.ï.    *.«.+/,/,-*- 

'.'■+r,j-,+«,«,    x.x.H-j,)-,-*-»,»,     *I  +  rî  -1- *!     ■*,»,+7,r,+ 

«■■'.+J-,r.+',»,   x,i,+r 

.r.+*,«.   «."■.-*-J-,J-i+«,«,     «î -+■  ri  + 

Â  l'aide  des  équations  (i),  on  change  ce  détermiDaDl 
en  un  antre  dans  lequel  il  n'entre  que  des  a. 

1.  Lorsque  les  sphères  des  rayons  r  touchent  les  sphères 
des  rayons  r,,  r,,  r,,  r»,  on  a 


»i  +  H;  — ai„  =  2j|„, 
et  opérant  comme  ci-dessus,  ou  trouve  Onalemcnt 


(B) 


+  *.. 


n    +  ^1.     -t-  -(»     +  *j. 
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Le  dévcloppemcnl,  abstraction  faite  (les  réductions, 
donnerait  600  termes. 

Les  divers  signes  des  rayons  donnent  les  seize  solutions 
que  comporte  le  problème. 


Cets  où  les  quatre  sphères  données  se 
8.  Raisonnant  comme  ci-dessus,  on  parv: 
minant 


touchent, 
lenl  au  déter- 


ou  bien 

9.  M.  Bauer  donne  les  relations  suivantes  analogues  à 
la  relation  donnée  ci-dessus  par  M.  Heame. 
Soient  : 

—  le  rayon  réciproque  de  la  sphère  qui  est  touchée 
extérieurement  par  les  quatre  sphères  données; 

—  le  rayon  réciproque  de  la  sphère  qui  est  touchée 
intérieurement  par  les  quatre  sphères  données  ; 

5)  n"  la  somme  des  rayons  réciproques  des  sphères 
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qui  sout  touchées  extérieurement  seulement  par  une  des 
qualre  sphères; 

V  —  la  somme  des  rayons  réciproques  des  sphères 

qui  sout  touchées  exlérieunement  seulement  par  deux  des 
quatre  sphères. 
On  a 

B,        R,  ~  ^  R,       ^  ft,  ' 

Soient  : 

R^  le  rayon  de  la  sphère  qui  esl  touchée  extérieure- 
ment par  une  des  quatre  sphères  données, 

Et  R'„  le  rayon  de  la  sphère  qui  est  touchée  diËTérem- 
ment  par  les  quatre  sphères,  on  a 

R,R,  "^  2^  R,R',  ~  2â  a,R'," 
10.  On  a 

Au  moyen  de  cette  relation  qui  équivaut  i  six  équa- 
tions et  du  déterminant  (B),  on  trouve  une  équation 
entre  les  cosinus  des  six  angles  intérieurs  que  donne  un 
faisceau  de  quatre  rayons,  et  les  longueurs  de  ces  rayons. 
C'est  la  relation  donnée  la  première  fois  par  Caniot  (*) 
(Géométrie  de  position,  i8o3,  p.  4i3)î  il  fait  voir  com- 
ment on  peut  se  servir  de  cette  dernière  relation  pour 
trouver  le  rayon  de  la  spbère  qui  touche  quatre  sphères. 
Il  présume  que  l'équation  sera  du  second  degré  et  ajonie  t 
«  Le  calcul  étant  fort  long,  quoique  saus  aucune  diffi- 
»  culte,  je  me  contente  de  l'indiquer,  u 

M.  Mention  a  exécuté  le  calcul  [Nouvelles  Annales, 
l.  XVllJ,  p.  438). 

(■)  N^kNoUr{C4l«-d'Or)en  17&3,  morten  eiil  ■  Migdebourg  en  iS33. 
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HOUVRNBNT  BU  PEKDULB; 

Pm  h.  HNK. 

ProfaaMur  à  Striabourf;, 


M.  Delauna;  a  traité  dans  sa  Mécanique  entre  autres 
deux  questions  intéressantes,  à  savoir  :  la  déviation  des 
corps  graves  vers  l'est,  déviation  dae  au  mouvement  de 
rotation  de  la  terre  combinée  avec  l'action  de  la  pesan- 
teur dans  la  chute  verticale,  et  te  déplacement  du  plan 
d'oscillation  du  pendule  due  au  même  mouvement  de 
rotation.  Ce  savant  emploie  à  cet  eifet  la  théorie  du  mou- 
vement relatif.  Je  me  propose  de  résoudre  les  mêmes 
questions  sans  ce  secours;  on  verra  qu'en  négligeant  le 
carré  et  les  puissances  supérieures  de  la  vitesse  augulaire 
de  la  terre,  mes  résultats  coïncident  avec  les  siens. 

Déviation.  Jeprendstrois  axes  fixes  dansl'espace:  l'axe 
Oz  sera  dirigé  sur  celui  de  la  terre,  du  centre  au  pâle 
nord*,razeOxaurala  position  initiale  de  la  trace  du  plan 
mérîdien  du  lieu  sur  l'équaieur  ;  l'axe  O^  est  perpendicu- 
laire aux  deux  autres.  Soient  A  la  position  initiale  du  lieu 
ou  de  l'observateur,  R  sa  latitude,  a  le  rayon  terrestre, 
u  la  vitesse  angulaire  de  la  terre;  au  bout  du  temps  t, 
compté  de  l'instant  où  le  point  matériel  commence  n 
tomber,  les  coordonnées  de  ce  lieu  seront 
(i)     Xi  =  acoslcosBir,     y,  ■=.  dcoslsiriDi',     i,  ^  irsinl; 

l'équation  du  plan  tangent  aïkglolic  en  ce  point,  c'est-à- 
dire  du  plan  horizontal  de  l'observateur,  est,  au  temps  f, 
(a)         icosicoSM^  +  jcoslsinur-t-isinl  —  n  =  o. 

Je  nomme  h  la  distance  initiale  du  mobile  au  centre 

Am.  d*  MaAémmt..  t.  XIX.  (DécemlM  iS6o.)  «) 
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de  la  terre,  de  sorte  que  b  —a  est  la  hauteur  d'où  il  tombe; 
ses  coordoDuées  ioiiiales  sont 

(3)  ■x,=:bcos'k,     7,  =  o,     s,z=bim'i. 

La  vitesse  ioitiale  du  mobile,  perpendiculaire  au  plan  xx, 
est  &o>cosX;  ses  composantes  parallèles  aux  x,^',  <  sout 
respectivement 

(4)  o,     bvcoal,     o. 

La  pesanteur  g  étant  dirigée  sur  la  venicalede  l'obser^ 
valeur,  les  équations  du  mouvement  sont 

^=-^coslcos«(, 

d'y 

Ayant  ^ard  i  (4)  on  trouve,  au  moyen  d^une  première 
intégration , 

^  S       ,   . 

-r=  —^coaltmvi, 
dt  •>  ' 

^  £=  B  cosl  (cOSai  (  —  I  ] -(- A  HCOSÏ  , 

dt  .     , 

5.=-f(sinX. 

La  position  initiale  du  mobile  a  pour  coordonnées  (3J, 
donc 

I  «=  -^cosl(cosw(—  i)  +  écosi, 

(5)  ]  j- =  «»)>["£ ^«,+  /6».._î\j,, 
[  î  =  sini  U-lgp\. 

Pour  avoir  l'époque  de  la  chute  sur  le  plan  horizontal 
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de  l'observateur,  il  faut  snbitiiuer  pour  x,  f,  x,  ces  ex- 
pressions  dans  l'équation  (2),  puis  la  résoudre  par  rap- 
port à  /. 

Or  u  étant  égal  à 


(6* 


on  pourra  développer  les  sinut,  cosut  suivant  les  puïs- 
«ances  de  uf,  et  comme  la  durée  du  mouvement  de  chute 
se  réduit  à  quelques  secondes,  on  négligera  (■>*,  (■>*,  etc. 
Ou  trouve 

OU 

«"'-S  +  ï-TT  +  fxî) 

Dans  (a),  je  remplace  «gaiement  cosuf  et  sinuf  parles 
séries,  etXfjTf  s  par  les  valeurs  précédentes;  je  snp- 
{MÎme  iù*t*, ...  et  j'ai 

(,)     *-._if^=o.  d'où  ,=  ^î3H5, 

comme  s!  la  terre  ne  tournai  I  pas. 

La  déviation  est  la  distance  du  point  de  chute  repré- 
sente  par  (6)  et  (7)  au  point  x,,  yi,  Zf  Avec  l'approii- 
raaiioD  adoptée,  on  trouve  pour  le  carré  de  cette  dia- 
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tance,  avant  d'avoir  ^gard  à  {j), 

{l,^a—-gA    +u,*f  (b  —  a~^gf\   oos'l. 

Le  premier  terme  est  nul  en  vertu  |de  (7),  et  la  dévia- 
lion  tout  cntièrv  k  l'est  (vu  que  x  —  x,  =  o) 

urcosXlé  —  a  —  2  fi'*}* 

Avec  la  valeur  de  t  (équation  7),  elle  se  transforme 
en 

(8)  ■,.^,[îl^]- 

qoe  je  nomme  u,  comme  dans  l'ouvrage  cité.  Dans  les 
expériences  que  l'auteur  cîle,  on  avait 
i  — «=  i58»,5,    l  =  5i%    ^  =  9,8088   et    M=o,o283i 
le  calcol  de  la  formule  (8)  donne 
«  =  0,0276, 

Pendule.  le  conserve  les  mêmes  axes  de  coordonnées 
et  j'appelle  X|,  jti,  Zi  le  point  de  suspension  du  pendule 
simple,  l  sa  longueur,  N  la  réaction  du  fil  de  suspen- 
sion, —  x,y,  s  les  coordonnées  du  point  matériel;  sa 
masse  est  supposée  =  i.  Les  équations  du  mouvement 
sont 

/  ^— _         1  y.(j  — Ji) 

(1)  j   ^  =  _fC08i8ill«f-N^l^, 

(^  =  -jsi«l_N-^. 

Comme  plus  haut,  on  a  ici 

(2)  x,  =  acoslcoswt,    y,  =  acosXsinwf,     »,  =iisîn>. 
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Par  le  point  x,  /,   t,  j'jmagine  ud  second  système 

d'sxes  de  coordonnées  6xcs  dans  la  terre,  à  savoir  :  la 

verticale  du  lieu  axe  des  ^,  la  méridienne  axe  des  £,  et 

la  perpendiculaire  axe  des  n.  Ou  aura 

(^  =  *i  +  ÇcosÇa:  H- «icos^a;  +  ÇcosÇjr, 
r=r.-t-ecosÇj-+..., 

(    »=ï|  +ÇcosCs. .. 

L'axe  des  ^,  c'est-à-dire  la  verlicale,   donne  imm^a- 
tement,  au  temps  t, 
cos;«  =  ros)iGOSwr,     casJ;j  =  coslûn«>f,    cosCÇ  ^  sïnl. 

L'axe  des  n,  perpendiculaire  an  plau  méridien  i|ui  fait 
avec  le  plan  xz  l'angle  mt,  donne 

coss-e  =  —  siotif,     cosn^^cosNf,    cosiis  =  o> 
Quant  k  l'axe  des  Ç,  il  fait  avec  l'axe  z  an  angle  de 

904-90 — "i-i    d'où    cosÇs^^cosX. 
Il  est  de  plus  perpendiculaire  à  l'axe  ^,  ce  qui  donne 

cosS'cosïx  +  cosE;  cotïj'  +  cosÇsGoslis^o, 
ou,  à  cause  des  valeurs  déjà  données, 
(5)  cosÇxcoslcosMf  +  cosCj'coslNDMr  — coslnol^o. 
Avec  cos'Jx-j-cos'Çj'-i-cos* J«  =  ï  et  cotnme  co3{< 
^ale  —  cos  1 , 

cos'Ç* -I- coa'ïj' -I- cos'l  =  I, 
Cette  équation  avec  (5)  donne 

GOsEx^SÏDlcosatt,     cosEr:=sii>lùn*t/, 
et  les  formules  (3)  deviennent 

1*=*,  -f-Çsinlcosaïf — qtinwt-i-CcoslcosMf, 
r  —y,  +  ïwol  sinut  -»-  D  cos» t  -I-  ÇcosX  Aamt, 
*^  »,  ~  îcosl  +  (sinl. 
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ï.e»   équaùoDS    (i),  multipliées   respeclivement  pir 
z,y — yi  z,3-,g: —  ZiX,y,x — x,y  donnent,  par  addi- 
tion, 

(7)  {ïi7-r.  «)*^*'»-(*.e-»,«)rf'r+(r,*-^,r)<''«=o. 

On  va  remplacer  toutes  les  quantités  qui  y  entrent  par 

des  fondions  de  |, ,  mf, ,  wf. 

D'abord  les  équations  (3)  et  (a)  fournissent 
».j-— j'i«=<ï  (5  sinwf  +  «  «ni  «»■>(), 
X,  ■ — s,x^a( —  Çcosur  +  nNnlûaMt), 
X,x  —  «,/  =  —  «»  cosi. 
Avec  cela  l'équation  {7)  peut  £tre  mise   sous  la  forme 
suivante 

j  E(sinMïrfV  — coswfrf*/) 

I  +  n  (sin  1  Gos  Hf  i/'z  +  sin  ^  sia  h  (  iPf)  —  cosX  d'*  =  o. 
Pour  calcnlet^lcs  coefGcients  de  {  et  n,  je  multiplie  It 
première  des  éqnaUons  (6)  par  sinu/,  la  deuxième  par 
—  cosut,  jUjoute  et  j'ai 
(9)  :esio«tr  — j'coïett  =  —  n- 

Je  multiplie  les  mêmes  équations  par  sinXcosuf, 
sinX  sinuf,  la  troisième  par  — cosJl,  j'ajoute  et  il  vient 
(  10)  *!n\  (jiGOSut  +  jsinNr]  —  E  cos}>  ^  E- 

L'équation  (9),  différentiée  deux  fois,  donne 

isiD*>(<^-i;  —  costtid'x 
=:^ti'n  —  3tiimcoiiaidx  +  aiamltiy) 
+  *>* rfC  (« KBttt+J' COSvl) , 

d'après  l'équation  (  9)  le  dernier  terme  =  —  «'»)  dl'. 
L'équation  (10),  dilTérentiée  deux  fois,  donne 

(12)       I    -h  3iaÛmidt(àuiiitelx  —  cMtitdj') 
(    +si'rf('sinl(j-cosiu(-4-j'sin»>t). 
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Le  dernier  lerme,  en  vertu  de  l'équation  (lo),  w  ré- 
duit k  w"  (/('  (  Ç  +  X  cosl) ,  et  d'après  l'équaiion  (  lo),  k 
o>»  rfï'  sjn  1  [$  sinl  +  (a  4-  0  cosX]. 

Restait  les  facteurs  de  2  u  dt. 

Or  de  l'équatioD  (9)  ou  tire 

tintit.dx—  cosftir.tfy  =  —  */ij  ~»nit[xcosiat-\-rùaul), 
etd'apris  l'équatïoa  (lo) 


d'après  l'équation  (6) 

(i3]  sinMr.tir — cosi>>m//= — d»  — »irf*(Ssinl  +  (B+»)co8i]. 

De  l'équation  (to)  on  déduit 

-t-ttdt{xàat>t  —  j^coswï) 
=  »ni.fii-t-co»).dti — tmdt. 

Cette  valeur,  ainsi  que  les  équations  (11)  (la)  (iS), 
sobtituées  dans  l'équation  (8),  donnent 

I5[_^„_-3»A(sinld5-t-cosld;  — »BAJ-»*iirfC] 
+njrf'ï+aurffHnl(— A-»,A[EsinH-{a+i;)co»lJ)} 
+  »i'wnl<fr'[afl4-ï(cosX  +  S8inl)]=:o. 

Effectuant,  etc., 

o  =  ))d'i  —  iip7,  —  3»>imllidi  +  ^dn)di—i»iCM\.dti<it 
+  É**n  coslrfC[ï  cosl  +  (o  +  ;)»ini]. 

négligeant  le  terme  eu  «1*,  de  mé 
très-petit  dans  les  expériences,  on  a  une  équation  dont 
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rinlégialv  est 

Observaut  de  plus,  encore  avec  M.  Delaunay,  qae  le 
pendule  Foucault  est  installé  de  façon  que  pendant  chaque 
oscillation  il  revienne  coïncider  avec  la  verticale  du  point 
de  suspension,  on  voit  que  l'équation  doit  être  satisfaite 
par  Ç  =  o  avec  n  =  o,  débite  que  la  constante  est  nulle. 
On  posera  ensuite,  si  on  veut,  ^  =  rco5d,  t]  =  rsinO, 
et  l'équation  devient 

d^où 

9  =  6,  —  usialkX/, 

ce  qui  donne  usinX  pour  la  rotation   reUtive  du  plan 
da  pendule  en  i  seconde. 

Ces  calculs  se  simplifient  beauconp  si  dès  te  comineti- 
cement  on  néglige  w*, . . . .  En  ne  remoatant  qu'à  l'tfqiu- 
tiou  (8),  on  voit  que  cette  équation  devient 

î(tti(J'x  —  rf'/)  +  ii  («ni  (/•■!;+  tuâa'id'y  —  cosl(/*t)=o. 

Les  équations  (6)  donnent  ufx — /  =  —  w, 

(fl)  (r  +  »fj-)»inl  — ïcMi^e, 

d'où 

loltPj:  —  d'j-:=  —  li'z  —  iiadxiit, 

((fx  +  u/J'j-jïial  —coiX.d'i^d'i  —  auNuXJ/^  . 

Ces  mêmes  formules  (a)  donneront  dx,  djy  dans  les 
expressions  desquels  on  pourra  supprimer  les  termes 
en  b>,  puisqu'on  multipliera  par  ^oidt.  On  aura  ainsi 
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ctl'éqiMtioD  (i4)  devient 

+  n[rf'S  — ausinlrfi,A]  =  o 


DÉriNITWIllS  MS  MABSS  M  UPRASBNTATISN 
dui  l'Htnil  i'ii  Méitire  iir  les  Cirlcs  gngrifbiqin,  iuM 
ai  Cwpte  Tttit  de  li  tiutt  it  l'Acaiékie  ia  Sùeices 
di  KiinlSCO; 

Par  m.  a.  TISSOT. 


Lorsqu'on  a  égard  unîqueuienL  à  la  nature  des  lignes 
du  canevaB,  un  peut  classer  de  la  manière  suivanie  les 
divers  systèmes  de  projection  qui  ont  élé  employés  ou 
seulement  proposés  pour  la  représentation  de  la  surface 
uDlière  du  globe. 

i".  Le  eîévelopemeiil  de  Mercator  est  le  seul  dans  le- 
quel les  méridiens  et  les  parallèles  soient  remplacés  par 
des  lignes  droites. 

II  y  a  six  systèmes  où,  quand  le  p61e  occupe  le  centre 
de  la  carie,  les  méridiens  se  trouvent  Egurés  par  des 
lignes  dixtites  partant  de  ce  point,  et  faisant  entre  elles 
des  angles  égaux  aux  diIFérences  de  longitude,  les  paral- 
lèluspardea  circonférences  ayant  toutes  ce  même  point 
pour  centre.  Ce  qui  varie  de  l'un  à  l'autre  de  ce»  sys- 
tèmes, dont  les  quatre  premiers  sont  des  perspectives, 
c'est  la  manière  dont  les  rayons  des  parallèles  de  la  carte 
dépendent  de  la  latitude;  voici  leurs  noms  : 
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2".  La  peispective  centrale   ou   projection  gnomo- 
nùfue} 

3°.  ÏM  pfojection  slérêographiquc  (voir  U  Note  k  ]a 

4".  La  projection  de  La  ffire  ; 

5°.  La  projection  orthographique} 

6°.  La  projection  de  Lorgna  (*)  ; 

•}°.  La  projection  sléréographiçiie  éqiaUoriale  modi- 
fié'. 

Dana  les  deux  sjstèmes  suivants,  les  parallèles  sont  re- 
présentés par  des  cordes  d'une  même  cinMinférence  pa- 
rallèles  entre  elles,  et  les  méridiens  par  les  ellipses  <jai 
divisent  ces  cordes  en  parties  proportionnelles  aux  diffé- 
rences de  longitude;  ce  sont  : 

8°.  La  projection  deF  Astronomie  populaire  S  Arago; 

y".  La  projection  homalogmphtque  de  M.  Bahinet. 

Ils  se  distinguent  l'un  de  l'autre  par  le  rayon  du  méri- 
dien principal  et  par  l'écariement  des  parallèles. 

Pour  les  deux  derniers  systèmes,  savoir  : 

10°.  Laprojection  globulaire  ou  projection  anglaise, 

1 1".  La  projection  stéréographique  méridienne  modi- 
fiée. 

Tontes  lesJigues  du  canevas  sont  des  circonférences. 

Dans  le  premier  et  les  quatre  derniers  modes  de  repré- 
sentation, c'est  un  lieu  de  l'éqnateur  qui  se  trouve  an 
centre  de  la  carte-,  pour  tous  les  autres,  il  conviendrait 
aussi  d'effectuer  la  projection  sur  un  méridien  :  de  cetle 
manière  ou  rejetterait  les  plus  grandes  déformations  vers 
les  bords  de  la  carie,  c'est-à-dire  vers  les  régions  qui  sont 
occupées  en  grande  partie  par  les  contrées  polaires  on 
par  l'Océan^  mais  aân  de  les  définir  plus  facilement, 

(']  Anlonio-Mir»  Lorgna,  nék  Véron«  an  i73o,  oiortk  Vérone  en  1706. 
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noiw  sappoaerons  d'abord  qu'il  aes'agisie  pour  eux  que  de 
la  pi'ojectioa  équatoriale.  ]^ous  pourrons  aLors  ajouler 
que  dans  les  onze  systèmes,  à  l'exception  du  8*,  du  9'  et 
du  10*,  les  deux  séries  de  tigiies  qui  représenceul  les  mé- 
ridiens et  les  parallèles  se  coupent  à  angle  droit. 

Il  reste  à  dire  «quelques  mots  de  chaque  système  en 
particulier. 

1°.  Le  développ^-ment  de  Menator  (*),  qui  conserve" 
les  angles  et  donne  des  lignes  droites  pour  projections  de» 
loxodiomies,  est  destiné  à  la  construction  des  cartel 
marines  ou  caries  réduites.  L'écartement  de  deux  méri- 
diens y  est  le  même  qoc  celui  qu'on  mesurerait  sur  le 
globe  le  long  de  l'équateur,  et,  quand  ou  néglige  l'apla- 
tissement, la  dislance  d'un  parallèle  à  l'équateur  y  est 
égale  an  logarithme  népérien  de  la  cotangente  de  la 
demi-distance  polaire  du  parallèle. 

a".  La  perspective  centrale  est  prise  du  centre  de  la 
sphère,  comme  son  nom  l'indique;  il  est  facile  d'y  recon- 
naître les  différents  lieux  qui  se  trouvent  sur  le  plus 
court  chemin  de  deux  points  donnés  du  globe,  puisque 
tout  grand  cercle  y  est  représenté  par  une  ligne  droite. 
En  appelant  X  la  distance  polaire  d'un  parallèle  et  r  le 
rayon  du  cercle  qui  lui  sert  de  projection,  on  a 

r=  tang.  1. 

Sur  un  cadran  solain^  les  lignes  d'heures  s'obtien- 
draient comme  les  méridiens,  et  les  courbes  de  déclinai- 
son comme  les  parallèles  de  la  perspective  centrale;  cette 
remarque  d'ailleurs  est  indépendante  de  ta  position  du 
plan  sur  lequel  on  fait  la  perspective  par  rapport  à  la 
ligne  des  pôles,  et  de  celle  du  mur  sur  lequel  on  trace  le 


(')  Mcrcstor  (  Gérard  ),  né  à  RareEBondixn  i5i3,  mort  i  Daiibour|«ic 
■  Sg^;»  preBièrc  urU  wt  ds  1569.    Th. 
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cadran  par  rapport  au  style,  pourvu  tpie  les  deux  posU 
tiona  se  correspondent  ;  de  là  est  venu  le  nom  de  projec 
lion  gnomoniçue. 

3°.  En  cherchant  la  condition  qui  doit  être  rem- 
plie pour  que  Je  canevas  des  droites  concourantes  et  des 
circonférences  concentriques  n'ahire  pas  les  angles,  on 
trouve 

r^2iang-l; 

on  est  ainsi  conduit  à  une  perspective  de  l'hëmisphère 
prise  du  pôle  opposé,  c'est-à-dire  à  ta  projection  stéréo- 
graphique, 

4°.  La  Hire  (*)  a  proposé  de  mettre  le  point  de  vue  en 
dehors  de  la  sphère,  à  une  distance  de  sa  surface  ^ale 
au  sinus  de  45",  ce  qui  donne 

(a^a  4-i)wni 

^~h  1  +  ^cosl 

5°.  En  l'éloignant  jusqu'à  l'inliui,  on  obtient  la  pro- 
jection orthograpluque,  et  le  rayon  du  parallèle  devient 
r=  sin)L. 

6^.  Parmi  les  modes  de  projection  que  comprend  ee 
même  canevas  à  droites  contourantcs  et  à  circonférences 
concentriques,  il  eu  est  aussi,  un  qui  conserve  les  sur- 
faces: c'est  celui  de  Lorgna;  la  condition  indiquée  con- 
duit à  prendre 


cette  longueur  est  celle  de  la  corde  de  méridien  comprise 
entre  le  parallèle  et  le  pôle. 

(*)  Philippe  de  11  Hirs,  no  k  Paris  en   161)0.  mort  ■  Parti  en  171g; 
pAînirc,  architGolc.Iccicui'  roya),  membre  dji  l'AcadëmiedeaSclencM.  Ta. 
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7".  Le  a*  et  le  3*  système  augmenlf  nt  tes  dïsuoces  le 
loDg  des  méridiens,  tandis  que  le  5'  et  le  6"  les  dimi- 
nuent; elles  ne  seront  pas  modifiées  si  on  fait 


Snpposons  maintenant  que  dans  l'une  des  six  projec- 
tions précédentes  on  veuille  placer  un  lieu  de  l'équateur 
an  centre  de  la  carte  ;  alors  ce  qui  a  été  dit  des  méridiens 
s'appliquera  aux  grands  cercles  passant  par  ce  lieu,  et  ce 
qui  a  été  dit  des  parallèles  aux  petits  cercles  parallèles  à 
sonliorizon.  Le  canevas  géographique  ne  sera  plus  aussi 
simple*,  au  lieu  des  droites  et  des  circonférences  qui  re- 
présentaient respectivement  les  méridiens  et  les  paral- 
lèles, on  aura  les  lignes  indiquées  dans  le  tableau  sui- 
vant : 

Système  11°  2.  Droites  parallèles Hyperbules. 

■  3.  Circonférences Circonrèrences. 

.         4-  Ellipses Ellipws. 

■  5.  Ellipses Droites  parallèles. 

>  6.  Gnurbes  du  4°  <legré.    .    Courbes  ilu  4*  degré. 

>  7.  Courbes  transcendantes.  Courbes  transcendantes. 

8°.  Dans  le  8*  mode  de  représentation,  le  méridien 
principal  a  pour  rayon  -j  jt  étant  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre,  et  les  parallèles  gardent  leurs  dis- 
tances mesurées  le  long  d'un  méndien  du  globe. 

9".  Le  suivant  ronserve  les  sui  faces  ;  le  rayon  du  méri- 
dien principal  y  csi  égal  à  ^2,  et  l'écartement  des  paral- 
lèles y  est  déterminé  par  l'équation 


dans  laquelle  /désigne  la  latitude  du  parallèle,  et 
distance  k  l'équateur  sur  la  carte.  Celte  équaiîou  s< 
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récluite  en  tables  dans  la  Notke  qu'a  publia  M.  Babiiict. 

io°.  Supposons  que  l'on  veuille  tracer  de  lo  en  lo**  )ea 

méridiens  et  les  parallèles  de  la  projection  globulaire; 

«près  avoir  décrit  un  cercle  avec  un  rayon  égal  à  - 
poarûgurer  le  méridien  principal, et  deux  diamètresàsngle 
'droit  pour  le  méridien  central  et  l'équatenr,  oq  diviaera 
chaque  quart  de  la  circonférence  et  chacun  d«s  qusirc 
rayons  en  9  parties  égales;  par  les  pAles  et  lea  points 
de  division  de  l'équateur,  on  fera  passer  des  circonfé- 
rences, ce  qui  donnera  les  méridiens;  par  les  points  de 
division  qui  se  correspondent  sur  le  méridien  principal  et 
sur  le  méridien  moyen,  on  fera  passer  d'autres  circonfé- 
rences eton  aura  les  parallèles. 

1 1  ".  EnBn  le  canevas  du  dernier  système  est*formé  par 
la  réunion  des  méridiens  de  la  projection  globulaire  avec 
les  parallèles  de  la  projection  sléréograpliique. 

Note.  Le  nom  de  siéréographie  a  été  introdtùt  par  le 
jésuite  Aguillon  (François)  (*). 

«  Quare  tametsi  stereographices  nomine  nusquam 
»  vocatum  bocprojectionisgenusreperimnsjquia  tamen 
»  nec  alioquidem  ullosolitumest  appcllari,  placuil  hoc 
»  noni«i  usurpare,  quod  nobis  in  pnesenti  visom  est  ad 
n  rem  ipsamquamraaTime  accommodatum.  n  (Aguilo- 
mi  Opn'corum  Ubri  sex.  Parisiis,  i6i3,  in-f,  in  Prœ- 
fatione.).  ( f^oir  Chàsles,  Méthodes,  p.  5i6.) 

n  Né  >  BraiellM  en  iû68,  mortt  AuTcr*  en  1617.    Ta. 
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flfilKfilUS  CINÈMATIQlilS  SUE  LKS  SURFACSB  ET  VOLIIHES 
INGENBIUÏS  PAB  HOUVEMENT; 

Pak  m.   Emile  BARBIER, 
Elèr*  de  l'Bco1<  Nornule  (']. 

1.  Le  ventre  de  gravité  G  d'une  surface  plane  S  se 
meut  avec  uoe  vitesse  constante  dans  son  plan,  pendant 
que  ce  plan  tourne  uniforménient  autour  d'une  droite 
qu'il  contient;  le  volume  engendré  par  la  surface  S  a 
pour  mesure  le  produit  de  l'aire  S  par  la  longueur  de 
l'arc  engendré  par  le  centre  de  gravité  de  la  courbe  par- 
courue par  le  centre  de  gravité  G.  En  particulier,  si  l'on 
suppose  un  cercle  C  tournant  autour  d'un  point  fixe  J, 
en  même  temps  que  son  plan  tourne  aulonr  d'une  droite 
qui  y  est  contenue;  de  plus,  si  la  rotation  du  plan  s'a- 
cbève  pendant  qu'un  nombre  entier  de  rotations  au- 
tour du  point  I  se  sont  accomplies,  et  si  les  rotations 
simultanées  sont  uniformes,  les  volumes  engendrés  sont 
indépendants  de  la  distance  du  cercle  C  an  point  I.  La 
surface  engendrée  est  un  anneau  ondulé  k  moins  que  le 
centre  C  ne  soit  en  I. 

2.  Toutes  les  sections  droites  d'un  cylindre  quelcon- 
que, tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  le  plan  de  l'une 
quelconque  Celles,  engeodrenl  des  volumes  équivalents. 

3.  Le  volume  engendré  par  une  surface  plane  quel- 
conque, loumant  autour  d'une  droite  quelconque,  est 
équivalent  au  volume  engendré  par  la  projection  de  la 
surface  plane  sur  un  plan  méridien  passant  par  son 
centre  de  gravité. 

(')  Derenu  agréée  a"  i.    Ta. 
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4.  Une  sphère  de  rayon  constant,  doot  te  centre  par- 
court une  hëlice  ordinaire,  est  enveloppée  par  use  sur- 
face canal  qu'on  peut  appeler  serpentin. 

Cette  dénomination  étant  adoptée,  nous  pourrons  dire 
que  le  serpentin  donne  lieu  à  la  proportion  suivante  : 

Sa  section  perpendiculaire  À  l'axe  du  cylindre  est  au 
grand  cercle  de  la  sphère  génératrice,  comme  la  longueur 
d'une  spire  d'hélice  est  à  son  pas. 


QUESTIONS. 

554.  On  a  fait  arriver  dans  un  poids  d'eau  x  un  poids 
p  de  vapeur  d'eau  à  d  degrés  sous  la  pression  de  c  ceotî- 
niètres;  on  a  aussi  porté  la  température  t  de  cette  ean  à 
la  température  /';  l'eau  est  renfermée  dans  un  vase  mé- 
tallique pesant  h  kilogrammes  et  dont  la  chaltrur  spéci- 
fique est  m  :  on  demande  la  valeur  de  x. 

555.  Dana  un  triangle  isocèle  donné,  inscrire  une  pa- 
rabole qui  touche  les  deux  côtés  égaux,  soit  bornée  par 
la  base  et  dont  l'aire  soit  un  maximum. 

(RjIhchuhdra,  professeur  indien  à  Calcutta). 

556.  C,,  Ci,  Ci  sont  Irois  cônes  de  nténie  degré  ayant 
leurs  trois  sommets  sur  la  même  droite;  d  coupe  C|  sui- 
vant une  courbe  plane.  G*  coupe  C|  suivant  une  courbe 
plane,  Ci  et  C|  se  couperont  aussi  suivant  une  courbe 
plane,  et  les  trois  plans  passent  par  ia  même  droite. 

(STEI^ER.) 

557. 


;'  +2'       x'-i-  3' 


pour    lim  X  = 
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TABLI  BBS  UTliRIS  PAR  «RDRB  IfiTHOBlQUE. 

(TOMEirX.) 


iulyse  diAri^e. 

Sor  les  fonclMws  aymétriques  des  racince  commuMB  à  denx 

équatioD§;  paru.  £.  Dewidf tS 

Soit  (d,(,c, fî, «,/...)(«,  i)'=o;  calent  delà  fonction  sy* 

métrique  >*(■£,  —  2,)*  (  inniiant  cubique);  par  M.  Ml' 

chaelBoàens a3 

Iliéorëme  sur  le  binôme  de  Newton  ;  exposant  entier,  positif; 

par  H.  Gareet 3s 

Nombre  de  racines  réelles  de  l'équation  x  =  Asin«-f  B;  par 

H.  Ch.  BottrgeiAs i3o 

«w*+  4te'-+-  6^^:*+  4rfr  +  «  =  o, 

ae*—  4M+  3c*  =  o;  alors  V  , — ^—s^=  o  (M.  finnon) ; 

■*^(«  — P) 

mi.  Det'tdf  et  MaHem 195 

Relations  entra  les  fonctions  de  Stunn  (Catlbt  ]  ;  par  H.  (Ar 

Zeipéi aao 

Condition  de  l'égalité  de  deux  racines  dans  l'équation 


tangïr""!^ 

(Pmsrox)  ;  par  M.  Gressier. a3o 

Sur  les  fonniiies  d'interpolation  de  Lagrange  et  de  Newton  ; 

par  M,  ^.  Transon a4S 

Intérêts  et  annuités  (question  SaS)  ;.par  M.  Cuenoud,  Tiadal 

et  Vannière 336 

Aw.  it  V-thém..  t.  XIX.  (IMcembr*  1860  )  3o 
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Eiercic6s  sar  les  équations  nuroëriquea;  d'après  H.  Bella- 
"''« 343 

QuestioDB  de  \'4igèbre  Açrlrand  ràsolueg  pai:  U.  Mathieu, ...     371 

Résolutions  d'une  certaine  éqaalion  du  cinquième  degr^  et 
d'une  équation  du  «liëme  degré  ;  par  H.  r£î  nrieu 393 

Résolution  numérique  de  deui  équations  du  second  d^ré; 
par  VL.Abel  Transon 441 

Produit  de  deuK  polynômes  déduits  l'un  de  l'au^  par  chan- 
gement de  signes;  par  M.  C.  Keuier 437 

Aulju  iiJ^eniiie;  AritkMritgic  ;  ArithiâifM.  ' 

Le  produit  de  cinq  ou  de  six  nombres  consécutifs  ne  peut  être 

un  carré  ;  par  M,  Gerono 38 

Le  produit  de  dnq  ou  de  six  nombres  consécutifs  ne  peut 

être  un  carré;  par  H.  Le  Besgue iia«t    i3S 

Théorèmes  de  M.  CEttinger  sur  un  maximum  arithraologique, 

démontrés  par  M.  Verbes. 117 

Sur  quelques  produits  dont  les  facteurs  sont  en  progreseion 
arithmétique  :  t"  le  produit  de  trots  nombres  entiers  n'est 
jamais  une  puissance  exacte  ;  a°  le  produit  de  six,  de  neuf 
nombres  entiers  c«DsécutiCs  n'est  point  un  cube  ;  par  M.  P.- A, 

CiUberl ,.     ai  3 

l'.a'.  3' /i'>/i";  d'après  H.  Sc/ilomilch ^    280 

Note  sur  l'article  précédent;  par  M.  Prouhei aSi 

Noie  sur  la  différence  de  deux  poiseances  consécutives;  par 

H.  Tronsens 3 1 1 

Sur  une  décomposition  de  carrés  ;  par  M<  Souillan 3ao 

Décomposition  d'un  carré  en  facteurs  inégaux;  par  H.  C. 
Kessler 435 

Aulfte  ilgorithii^H  ;  Délerniuti. 

Théorème  sur  un  certain  déterminaitt  de  H.  Roberts;  dteion- 

tré  par  M.  Cremona 1  Si 

Théorème  sur  un  certain  déterminant  de  H.  Painvin;  par 

H.  Saehr. 170 

Théorème  sur  te  produit  de  déterminants;  par  H.  Samliart. .  3io 

Contacts  des  cercles  et  des  sphères  démontrés  par  lee  déter- 
minants; par  H.  Bauer if  41 
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Calai  iiSiilésiul;  iimin;  i^rics. 
Convergence  de  Is  série 


Ti-^+TT- 
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par  MM.  Ketster  et  I^moine 34 

Construction    géométrique   d'une    fonction    elliptique;    par 

H.  Ch.  Kessler i6a 

Sur  tes  fonctions  elliptiques  ;  par  M.  Slrebor i85 

Identité  de  deux  expressions 'du  resta  de  la  série  de  Taylor; 

d'après  U.  Jurgensen 3oS 

Nouvelle  somme  du  reetede  la  série  de  Taylor;  d'après  H.  £. 

Boche '. 3ri 

fiéHitric  tliwitaire. 

Rapport  du  vide  au  plein  dans  une  pile  de  boulets;  par 
M.  Fteiay 9 

Volume  engendré  par  un  triangle  mixtîligne.    11,  i3,  tSS  et    160 

Volume  compris  entre  un  cdne  et  deux  sphères  inscrites;  par 
MM.  Emile  Françoise,  de  la  Brière,  de  Charodoa  et 
Dnuard 1 3,  59  et    1 B8 

Le  triangle  a  nn  sommet  fiie  A,  un  angle  constant  à  ce  som- 
met; les  deux  autres  sommets  sont  sur  une  droite  6xe; 
l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  est  un  cercle;  par 
BlU.  BeUavitis,  ManoAeim,  Geaoecki 1 15 

L'enveloppe  d'une  droite  dont  la  somme  des  carrés  dee  dis- 
tances i  deux  points  fixes  est  constante,  est  une  conique; 
par  MM.  Brauit,  Laquière,  Ragonneau,  Manjuet,  Dalican.     141 

Equation  d'une  sphère  circonscrite  i  un  tétraèdre;  par 
U.  Crtmona 149 

La  podaire  du  centre  d'une  circonférence  sur  les  tangentes  k 
sa  développante  est  une  spiraJe  d'Archimëde  (HANNBKtit); 
par  M,  Manus  Laqitière 186 

Théorèmes  BUT  le  tétraèdre  (Staddt];  par  H.  GeiUil »i8 

Relation  entre  les  trois  cotée  d'un  triangle  et  les  distances  de 
ses  trois  sommetsàunedroile  située  dans  son  {^n(SALiioN); 
par  M,  Wiart a83 

niéoràme  sur  les  cercles  qui  touchent  les c6lé8  d'un  triangle; 
3o. 
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Page». 

par  M.  Ifagd 355 

Analyse  géométrique,  Méthode  ûrasmann  ;  par  M.  Cremona..  356 
Propriété  d'un  triangle  circonscrit  à  un  cercle;  par  H.  Joitph 

Hartxmrt 439 

Théorème  de  H.  Nage)  sur  les  cerclée  inscrits  dans  un  trila- 

tère;  par  M.  Housel Ho 

Cercle  tangent  i  trois  autres,  sphère  tangente  i quatre  autres; 

par  M.  Baiier Ht 

Gésiétrie  scgmiUire. 

■  Tétraèdre  coupé  par  un  plan  ;  par  H.  O.  Hurmes s& 

Triangle  iuscrit  dans  un  triangle  ;  faisceau  de  trois  droites 
partant  d'un  point  fixe  et  par  trois  sommets  d'un  triangle, 
et  formant  des  segments  sur  les  côtés  du  second  triangle; 
propriété   segmentaire;    par  HM.    Kessier   et    Lcmoine, 

Martin  et  Joseph  Derbes 91 

Étant  donnés  cinq  points  d'une  figure  dans  l'espace  et  cinq 
iminla  homographiqueî  d'une  seconde  Ggure,  construire  cette 
seconde  figure  par  un  moyen  perspectif;  par  M.  Potulra. .     108 

Propriété  segmentaire  des  coniques i54 

Iran srorma lion  des  propriétés  métriques  des  figures  :  1"  points 
situés  sur  une  même  droite;  1"  segments  situés  sur  des 
droites  parallèles  ;  3°  points  situéd  sur  une  conique  ;  par 

M.  Faurc t8g 

Ia  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  d'une  parabole  sur 
une  tangente,  et  prolongée  jusqu'à  ta  courbe,  est  divisée 
par  le  sommet  en  deux  segments,  dont  le  produit  est  con- 
stant; de  même  pour  l'hyperbole  équilatère;  par  H.  j4. 

LefCaie aa5 

Équations  du  quatrième  degré,  rapports  anharmoniques  ;  par 
M.  Painnin 407 

Trigm^flnc  plut  et  sfkériqir. 

Exercices w» 

Formules  de  Breischneider as 

Equation  d'une  sphère  circonscrite  &  un  tétraèdre  ;  par  M.  Civ- 

mona   1 49 

Recueil  de  formules. . .  ■ .' 401 
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CHifia  fluti  et  sfhéKipei. 

pRge*. 

Rayon  de  courbure  d'une  courbe  et  celui  de  la  développée; 
par  HM.  Jolivelle,  Siacfii  et  Kasler 83  et     ai6 

Une  conique  C  et  une  courbe  plane  A  quelconque;  de  tous 
les  points  de  A  on  mène  deux  tangentes  à  C  ;  par  les  points 
de  contact,  ou  mène  des  normales  à  C;  lieu  de  l'iniersec- 
tion  des  normales  ;  par  H.  Desboves 47 

Conique;  T,  et  T,  deux  tangentes  fixes;  A,  B  deux  points 
fixes  ;  S  tangente  mobile  rencontrant  T,  et  T,  en  D  et  E  ; 
les  diagonales  du  quadrilatère  ABDE  se  coupent  suivant 
une  conique  ;  par  M.  Ch.  Kessler 80 

Propriété  d'une  corde  passent  par  un  foyer  ;  par  UU.  Maillot 
^roUani 85,  88  et      gS 

Nouvelle  construction  des  axes  d'une  ellipse  au  moyen  des 
diamètres  conjugués  ;  par  M.  Somoff. laa 

Lien  géométrique  de  deux  droites  passant,  l'une  par  le  Toyer 
et  l'autre  par  le  sommet  le  plus  éloigné  de  ce  Toyer;  droites 
assujetties  à  certaine  loi  ;  par  H.  Lengller \t,Z 

Étant  donné  un  point  lîxe  A  et  un  point  fixe  B  sur  une  droite, 
menant  une  tangente  à  une  courbe  renconlrant  la  droite  en 
C,  et  par  A  une  parallèle  à  cette  tangente  rencontrant  la 
droite  en  D;  si  BC-'-t-BD"'  est  constant,  la  courbe  est  une 
conique;  par  HM.  LéonBabeau  et  Ch.  Kessler. 164 

PropHélés  des  coniques  sphériquesfaomofocales;  par  M.  f'ann- 
">"■ '97 

Parabole  et  hyperbole  équilatère  [voir  Génmétric  segmen- 
taire).  Si  de  la  directrice  d'une  ellipse  on  mène  deux  tan- 
gentes prolongées  jusqu'au  cercle  principal ,  la  droite  qui 
joint  les  points  de  rencontre  est  pamllële  à  la  corde  de 
contact  ;  par  M.  ^.  Lescaïc aag 

Quatre  propriétés  d'une  normale  k  l'ellipse;  par  HM.  Honoré 
Frai,  Marc,  Gressier,  Jules  Faure,  Sap/iore a35 

Lieu  des  p61es  des  cordes  qui,  dans  les  courbes  du  second 
d^ré  joignent  les  pieds  des  normales  menées  d'un  point 
de  la  développée;  par  M.  Desboves aS3 

Démonstration  de  quatre  théorèmes  do  M.  Chasies  sur  les  co- 
niques homofocafes  ;  par  H.  Cremona a6o 

Sur  le  théorème  Faure  et  courbes  parallèles;  par  le  révérmd 
C  Salmon 345 
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Cercles  osculateure  et  surfaces  osculatrices  dans  les  lignes  et 
surfaces  du  deuiième  ordre  ;  par  H.  Ducoror 1 18 

Application  algorithmique.  Centre,  plans  conjugués,  polaires 
réciproques,  génératrices  rectilignes  ;  par  M.  Painota 144 

Ellipsoïde  et  surface  des  ondes 184 

Propriétés  des  tétraèdres  conjugués  dans  lus  surfaces  du  se- 
cond degré;  par  M,  Painvla 390 

Lieu  des  Borumcts  d'un  angle  trièdre  dont  les  faces  sont  tan- 
geçtee  à  no  ellipsoïde  A  et  parallèles  à  trois  plans  diamé- 
traux conjugués  de  l'ellipsoïde  B  (  question  du  grand  Con- 
cours) ;  par  M.  lamoine 4  jg 

Intersection  d'un  cane  de  révolution  par  des  normales  à  ce 
cône  ;  par  M.  C.  Resskr 4îe 

Ctiitm  f luH  fi  géiinl. 

Courbe  li^ocyclique  IBooth  ) a8  et  79 

Théorème  sur  les  courbes  parallèles  ;  par  M.  &rttior 33 

Rayons  de  courbure  des  épicycloïdes ;  par  U.  Dieu. ii5 

Sur  les  polaires  inclinées;  par  U.  Detvulf. 175 

Courbes  èpinweurs  points  d'arrêt;  par  H.  Hermann  Laurent,,  '^o 

Bayons  de  courbure  vus  sous  un  angle  donué;  par  H.  Leeacq,  af>5 

Courbes  parallèles  ;  par  le  révérend  Salmoa 348 

Propriété  dee  tangentes;  par  M.  KessUr 434 

Géoiélrie  il  Vapiu  :  LigiM  cL  SufKes. 

1°  L  =  o;M  =  o;N=o;P=^o;  quatre  surfaces  de  degrés 
l,  m,  n,p\  le  lieu  du  point  dont  les  plans  harmoniques  se 
coupent  suivant  un  roérae  point  est  de  degré/-Hrt+/i+;j— 4- 
3°  Lies'du  point  dont  les  plans  harmoniques  par  rapport  à 
trois  surfaces  se  coupent  suivant  une  droite.  3°  La  surface 
enveloppe  de  toutes  les  surfaces  de  degré  /,  dont  les  coefG- 
cienls  sont  des  fonctions  de  degré  m,  trois  paramètres  li^ 
par  une  relation  de  degré  n,  est  en  général  d'un  degré 

par  M.  Moutanl. 58 

Ktudes  géométriques  sur  la  cyclide  :  1"  transformation  de 
trois  spliéros  en  trois  uutres  dont  les  rcntrt^  sont  en  ligne 
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droite;  a"  (ransformalion  d'une  cyclide  en  tore;  3°  les  lignes 
de  courbure  de  la  cyclide  sont  des  circonférences  dont  les 
plans  coupent  la  cyclide  sous  un  angle  constant;  et  autres 
propriétés  de  cette  surface  ;  par  M.  Mannheim 67 

Courbes  isopérimètree  tracées  par  une  surface  et  renfermant 
une  aire  maiimum  sur  cette  surface  ;  et  de  la  ligne  géodé- 
sique,  équation  différentielle  des  courbes  planes  qui,  enrou- 
lées sur  un  cylindre  droit  â  l'axe  circnlaire,  donnent  des 
courbes  dont  le  rayon  de  {wemière  courbure  est  constant  ; 
par  M.  JeU 100 

Sur  les  courbures  des  lignes;  Uiéorèroes  sur  la  ligne  géodé- 
sique,  sur  l'ellipsoïde  et  sur  les  lignes  de  couTl>ure  ;  par 
M.  BokUn i3fi 

Analogie  entre  la  surface  des  ondes  et  l'ellipsoïde;  par 
H.  Strebor 184 

Coniques  sphériques  homofocales;  par  tt.  yannson 197 

Des  coordonnéee  paraboliques  et  de  leur  application  â  la  géo- 
métrie des  paraboloïdes  ;  par  M.  C.-Alph.  raison agg 

Cubique  gauche  ;  par  M.  Cremomi 356 

Théorie  générale  des  systèmes  de  rayons  rectilignes  ;  par 
U.  E.-E.  Kummer  (traduit  par  M.  DeiviUf] 36a 

Génération  de  surfaces  et  de  volumes  par  mouvement;  par 
M.  £mUe  Sarhter 463 

fiftittr»  Jcieriptm  et  Pcn^Te. 

Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  du  second  d^ré  ; 

par  H.  Gros  . ., , 39 

Deux  figures  en  perspective  dont  les  plans  tournent  autour  de 

leur  commune  intersection;  par  SOI.  Cârénou el Zaguière.  97 
Cartes  géographiques;  par  H.  Tissot .- 4^7 

GééBéirie  4i  eARpas. 

■•  Trouver  le  centre  d'une  circonférence  ;  a"  construire  le  cdté 
du  décagone  ;  par  H.  Georges  DelisU .' 35 


Sur  la  loi  dee  petites  oscillations  du  pendule  simple  dans  un 

milieu  résistant;  par  M.  H.  Rcsat. iG5 

Chute  (tes  gravée  et  pendule;  jiar  M.  Fini 449 
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M&uf/a. 

TrigODomëtrie  de  H.  Chaunenet si 

Bi<^raphie  de  H.  George  DelUle  ;  par  U.  DIguet 3? 


Question  190;  par  U.  Dupain 3i5 

QueslioD  373  ;  par  BIH>  Bellafitis,  ManiJteim,  Geaoeehi  ...  1 15 

Question  4o5;  par  H.  Souillari 3m> 

Queetion  407;  par  M.  <U  Janqiàères 3ifi 

Question  416;  par  M.  Gerono 38 

Question  418;  par  MM.  Carénou,  loquière 97 

Question  iZt;  par  M.  Bae/tr 170 

Question  436;  par  HU.  Braalt, Laquière,  Bagotiiteait,  Mar- 

quel,  Daliran i4i  et  ITO 

Question  438;  par  M.  Mariât  Laquière 186 

Question  461;  par  MH.  Ch.  Ketsïer,Lemoine 34 

Question  4^4;  par  H.  Cremona.,... 149 

Question  4^5;  par  M.  Cremona iSi 

Question  478  ;  par  M.  ff^iari a83 

Question  483;  par  MH.  Éiwle  Fraitfoùe,  de  la  Brière,  de 

Charmlon,   Drouard,   Théofik  Hazan,  Jtdes  Paeck 

II,  $3,  54,  i58  et  16a 
Question  iH;\MriitS.  Emile  Françoise,  delà  Sri^re,  de  C/ia- 

rodon,  Théo/kHaïait,  Jules  Paech  ....     i3,  5a,  54,  i58et  160 

Question  485;  par  M.  Mmile  Françoise i3 

Question  488;  par  M.  C/t.  Kessler. 80 

Queetion  4ga  )  par  H.  Ch.  Kessler,  Lemoine 91 

Question  493;  par  H.  de  Jolrvetie 1 

Question  498;  par  HM.  CA.Aeufer,  Cmno/ra i54  et  a6g 

Question  5oa;  par  M.  de  firiea 39$ 

Question  5oa  ;  par  MM.  Larroir,  lUaidot,  yoUant    85,  88  et  93 

Queetion  5o4  ;  par  M.  ChaHes  Kessler 161 

Question  5i4;  par  M.  Grenier. a3o 

Question  517;  par  H.  Honoré  Prat a35 

Question  5i8;  par  M.  Honoré  Pml aS? 
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QueetioD  Sig;  par  H.  Honoré  Prat a38 

Question  iv>\  par  H.  Honoré  Prat 339 

Que8tJon  5a4  ;  par  H.  Painvin iigo 

Question  du  gnnd  Concoure  de  1860;  par  M.  Lemoine 3^9 

Questions  de  V^lgébm  Bertrand  ;  par  M.  Matliieu 370 

Question  54a  j  par  M.  C.  Kessler 435 

Question  544  ;  par  M.  C.  Kessler '. 437 

Question  554;  par  M.  C.  Kessler 434 

Questign  d'admission  à  l'École  Normale;  par  U.  C.  Kessler..  439 

Questions  49S  à  5t3 46 

Question  5o3.  —  Correction 5i 

Questions  5i4  à  5at g4 

Question  5aa ig5 

Questions  5a3  à  Sa? a33 

Questions  5a8  à  534 • a47 

Questions  535  à  S  39 f 3o6  ' 

Grand  Concours  de  1860  : 

Mathématiques  spéciales 333 

Logiqu£.  —  Sciences 3i4 

Logique.  --  Lettres 3a6 

Rëihorique,  —  Sciences Sa? 

Concours  d'admission  pour  l'Ëcole  Normale  en  1860 3a8 

Concours  d'admission  pour  l'Ëcole  Polytechnique  en  iSSo^ . .  33o 

Concours  d'admission  à  l'École  de  Saint-Cyr  en  18G0 333 

Questions  54o  à  544 36i 

Questions  545  à  553 4o4 

Questions  554  i  ^^7 464 
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TABLR  SES  ROMS  tkA  ORMI  ALPUBfiTItlIR. 

(Les  noms  des  Collaborateurs  sont  précèdes  d'un  astérisque.) 


Pige*. 

ABEL i8  et  44 

AGUIUON , . . .  46i 

AMPÈRE 3io 

•BABHR,  professeur  A  Gromngue 170 

BARBIER  (Ëmilb)  ,  élève  de  l'École  Normale 463 

BAUER 44a 

■BELLAVmS,  professeur  à  Padoae iiS  et  343 

BERGERY,  professeur laa 

BERTRAND^  Membre  de  riDSlitut 278  et  379 

BEZODT , 58 

•  BLANCHË-ABNAULT ,  élève  au  lycée  LouiB-le«rand 23; 

BOBILLIER 176 

BOKLEN i3fi 

'BONNET  (J.)....' ; 87 

BONNET  (0.),  professeur a8i  et  398 

BOOTH,  professeur a8 

BORDONI 3o6  et  3o7 

BOUDSOT 341 

•  BOURGEOIS  (  Ck  .  ) 1 3o 

"BBAULT iji 

BRETSCHNEIDER  (A.) a» 

'BRIÈRE  (de  la),  élève  (admis  i  l'Ëcola Polytechnique  le 

i37'sur  i45) 5a  et  161 

BROCH lia 

-BRUIÈRE  (Fran.  delà],  élève  de  l'École  de  Sainte-Gene- 
viève   87 

BUDAN 344 

•CABENOU,  élève  du  lycée  Sainl-Louis 97 

CATALAN,  professeur loî 

CAUCHY 170  et  3o9 

CjiYLEY,  avocat aao  el  aa4 
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CHARLEMAGNE 334 

*CHARODON  (db),  élève  de  l'école  dee  Cannes.     5a,   i6i  et  i8S 

*CHASLES,  Membre  de  l'Institut .- laa  et  a65 

CHAUVENET  (William)... ■- ai 

CREHONA,  professeur  à  HilaD...     149,  i5i,  a65,  a^g  et  356 

*CCENOUD,  de  Langanne 87  et  336 

•DAUGAN 141 

DANDEDN. . . ., 1 17 

DAVID,  professeur 407 

DEGRANGES 87 

DELLAC,  professeur 4ig 

DELAUNAÏ,  Membre  de  l'Institut io3  et  449 

•DEUSLE,  avocat 35 

'  DELORHE,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand 58  et  87 

'DERBES,  élève  de  l'instiuition  BartMt 98  et  117 

■DBSBOVES,  professeur 47,  a53  et  4o4 

'DEWOLF,  capitaine  du  génie 18,  175,  195,  36a  et  43a 

DIENGER,  profeasear aa 

'DIEU,  professeur  i  Lyon io4  et  ta5 

DIGUET,  professeur  k  Caen 3» 

*DROUARD,  élève  du  lycée  Napdéon 54 

•DUCOROY,  officier  du  génie. 118- 

DUHAMEL,  Membre  de  l'Institut a48 

DDFIN,  Membre  de  llnslitut 67,  7a  et  363. 

■DUPAIN,  professeur 187,  3i5  et  4ao 

■DUPONT,  élève  du  lycée  Louia-le.Grand ■.  87 

DUPUK 71 

•DDRÈGE  { DE  ZuuGR ] 45 

EULER 43  et  36a 

*FAURE,  capitaine  d'artillerie 1S9,  a34,  ago,  345 

'347,  i^'  «t  404 

'FAURE  (Jules),  élève  de  l'institution  Hayer 241 

•FINE,  professeur  au  lycée  de  Strasbourg 44? 

■FLEURY,  chef  d'institution .' g 

FORESTIER  (Euctoi),  élève 4iS 

•FRANÇOISE  (Emile),  élève ii 

•GARCET,  capitaine  du  génie 3a 

GADSS 46 

'GENOCCHI  (Angblo),  professeur  à  l'université  de  Turin. ..  ii5 

•GENTIL,  chef  d'institution .- aij 
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•GEBONO,  rédacteur 4» 

GIRARD  (Albebt) i6 

GRASMANN,  professeur 356 

•GRESSIER,  élôveaucoll^  Stanislas aSo 

•GROS,  professeur aj 

'GUIBERT,  examinateur  d'admissiriD  de  la  Marine ai3 

HAMILTON  [sia],  professeur  à  Dublin 363 

HARCOURT,  professeur 439 

'UAZAN  (TaeonK),  lieutenant  à  Constantinople i58 

HEARNE 446 

HEILERSIANN,  professeur 96 

HERMES  (  0.  )  >  professeur >6 

HORNEB 344 

HOUEL,  professeur  à  la  Faculté  de  Bordeani 3i3 

HOUSEL ,  professeur 44o 

HUi'GHENS a47  el  ^48 

JAœBI , 44,   i6a  et  i85 

JOACHIMSTHAL,  professeur 70,   189,  a64  et  afiS 

*JOL[VETTE  [db},  élève i  et  86 

JOUBERT  S.  J.  (l'abbé) 4o6 

* JOURNEAUX  [ DB  LiÉOB) , 87 

JUBGENSEN ,  professeur 3o8 

•KESSLER  [Ch.],  élève  de  la  Hèche...     34>  58,  80.  83, 

91,  i54,  ifri,  434,  435,  437  et  430 

KUMMER,  professeur 36a 

LAFnTTE 97 

LAGRAKGE 170,  a48  cl  36a 

LAGUERttE-VERLY,  capitaine  d'artJllerie 4o4  et  joS 

LA  IIIRE 460 

LAMÉ,  Membre  de  l'Institut agS 

LAPLACE 1 70  et  3o8 

*LAQUIÈRE  [Mabius),  élève  du  lycée  Saint-Louis 97, 

i4t  et  i85 

■  LARROSE  ( I.*},  élève  du  lycée  Saint-Louis 85 

•LAURENT  (Hebunn),  élève  (admis  à  l'École  Polytech- 
nique]    aïo 

'LE  BESGUE,  professeur-doyen.... iia  et  i3S 

•LECOCQ,  maître  répélitenr  au  lycée  Louifr4&Gi«nd aS3 

LEGENDRE i35 

LEIBNIZ : 357 
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Puge», 
'LEUOINE,  élève  de  la  Flèche  [admta  A  l'École  Polylechniqoe 

le  93*  sur  1 45) 34,  91  et  3ig 

■LENGUER,  professeur  au  lycée  do  Versailles ia3 

•LE  ROYEB,  professeur 5i 

•LESCAZB,  élève  à  Sainle-Barbe aaS  et  217 

LIOUVILLE,  SJembre  de  l'Institut 69,  i3i,  283  et  396 

LORGNA 458 

'BIACARIO,  élève  des  Ponts  et  Chaussées  (Naples) 17 

MACLADBIN 3i5 

*HAiLLOT,  élève  du  collège  Slanislas 88 

MALUS 363 

*HANNHEIH,capitaiDed'armierie... 67,  ii5  et  407 

•MATHIEU,  professeur 37a 

•MARQUE! i4i 

'MARTELLl  (de  Milan) 195 

•MARTIN,  élève  du  lycée  Louis-le-GraDd $3 

MERCATOR 45? 

MEUSNIER 433 

MOMUS 46 

MONGE 3fia 

•MOUTARD,  professeur 58  et  igS 

•NADÀL,  professeur  à  l'école  de  Sorrèze 338 

NAGEL,  recteur  de  l'école  industrielle  d'Ulm...  .    355  et  440 

NAPOLÉON  I- 334 

NAPOLÉON  lU 334 

NEWTON...- a48 

'PAINVIN,  professeur i44,  ago  et  407 

POISSON i65 

POITRASSON  (l'abbé) : 4m 

PONCELET,  Membre  de  l'ins^lot 178 

'POUDRA,  chef  d'escadron  d'élat^najor  en  relraile 10S 

•PRAT  (HmioKÉ),  élève  à  l'instHutitHi  Royer-Hicé,  k  Bot- 

deaui a35 

•PBOUHET,  professeur a8i 

'PUECH ,  élève  du  lycée  de  Castres 58  et    i5o 

POISBDX,  professeor ; 95 

QUETELET,  professeur  à  Bnnelles 117 

•RABEAU,  élève  du  lycée  de  Poitiers 86  et    i54 

*RAGONNEAU  (E  ) ■ 141 

RAMCHDNDRA,  professeur  è  CalcuU 464 
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'RESAL,  professeur  à  Besançon i6S 

*ROBERTS i85,  ig5,  3i6  et  411 

*BOBERTS  (Micbael) a3,   ià%,  334  et  aSS 

HOCHE  (Èdouju^),  profeeseuri  Montpellier 3o8  el  3n 

BOUCHÉ,  professeur 3ïi 

ROUGET,  professeur 347  et  407 

'SALMON  (lbRév.) i5o,  a83  et  345 

■SAPHORB,  tiëve  du  lycée  de  Douai  (admis  A  l'École  Poly- 
technique le  145°] '. a47 

SCHLOlflLCH,  professeur aSo  el  s8i 

SERBET  (A.) aSi 

SERRET,  Hesabre  de  l'Institut 70 

*aACa  (db  Romb) 316 

'SOHOFF,  professeur  à  l'université  de  Saint- Pélerd>ourg.  . . 

113  et  170 

•SOUILLUIT,  professeur 3ao 

SPOTTSWOODE lia 

STAUDT ai  8  et  aig 

STEINER 66    et  464 

SIÎBLING aSi  et  3i5 

STIJRM 117  et  3i4 

*T  (J.),  abonné ao6 

TCHEBICHEF,  professeur 95 

*TISSOT  (A.),  professeur  au  lycée  Saint-Louis 45? 

TEBQUEM  (A1.FUD),  élève  à  l'École  Polytechnique «64 

TERQUEM,  rédacteur •.    61  et  353 

TRAMSON  (A.),  examinateur  d'admission  à  l'Ëcole  Polytech- 
nique      I,  S3,   100,   iSa,  316,  348  et  4i4 

'TRONSENS,  élève  du  lycée  de  Douai 3i* 

■VALSON,  professeur  à  la  faculté  de  Montpellier ag6 

VANDERMONDE 181 

•VANNIER  (Th.),  de  Bourg- la-Reine 318 

•VANNSON,  professeur  à  Versailles 197 

*  VIGNE  (Joseph  ) 337 

'VIRIBU  (db),  professeur  à  Lyon 398 

VOLLANT(L.),  élève  du  lycée  Louis-le-Grand 9^ 

■WIART(G.),é)èveda  lycée  de  Douai a83 

ZEIPEL  (db),  (Upsal) 3>f> 
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TOME  XIX. 
ttge  iS,deriiidr«IJBne,'aii/tni(bK,  lliet  Si. 

ig,  tignei  6  et  7,  rempUet*  Ut  +  pardei  x, 
19,  derDiëre  ligne,  rnKpIaca  Ui ,  fiar  dei  X, 
10,  ligne  6,  AD  lieu  de  (— 1).  "«<  (—■:'- 
45,  ligne  ia,«l;«<fc(n-i)^,,  H«»(p-il^,. 
gis,  ligne  5  en  remonlanl,  >u  fie»  <b  Sa,  /<Ki  11. 
t^,  ligne  10,  ou  lien  de  Lonnalea,  litr»  droites. 

347 1  lilEDes  1 1  et  17,  au  lie»  dt  Rouché,  Uset  Rouget. 

«67,  llgnea4at  3,du  lit»  de  normale,  liiet  lanf^nte. 

33G,  ligne  7  en  remontint,  au  Uêa  de  3i3 ,  liset  Si3. 

354,  ligne  la  en  remontant,  au  lien  de  inUrieun,  tilt 

36i ,  ligoe  7  en  reroontaDl,  eu  lieu  de  a,  liiei  m. 

36) ,  ligne  10  en  remantant,  eu  lieu  de  d',  liirt  d'. 
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QUESTIONS  NON  RÉSOLUES 
Dans  lef  dix-natf  premier»  volvmei. 
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93 
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TOME  VIII. 
'99 

TOHBX. 
940  3 

3^5  3 

TOME  Xt. 
i5l  (éobMi)  (F*«H.)     I 
953  (domino)  (RteiCT.)  r 
966  i 

TOME  XII. 
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4« 
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ili 
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4» 
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Sî  l'on  veut  classer  les  animaux  d'après  tenrs  apiitudca 
industrielles,  on  devra  les  ranger  dan^  cet  ordre  : 

i".  Insectes-, 

a".  Oiseaux; 

3°.  Quadrupèdes,  parmi  lesquels  on  ne  peut  guère 
citer  ([ue  les  rastors ,  de  la  femillc  des  Rongeurs, 

Les  deux  premières  classes  construisent  des  demeures 
et  des  magasins  d'approvisionnement  pour  leurs  progé- 
nitures :  ce  qui  exige  des  connaissances  géométriques  et 
mécaniques  dont  le  fabricaicur  des  mondes  a  doué  ces 
êtres ,  qui  paraissent  toutefois  privés  A' intelligence  et  de 
conscience  morale  (*);  car  leurs  qualités  en  tout  genre 

(')  C'eit  cette  printion  qni  *  porté  D«*cartei  à  lEuiiiiler  les  anfiniui  à 
d«l  machinei,  mll>  il  ne  leara  jimilf  refuaé  leicntimeal  et  la  volouli 
qai  coiuiituent  It  TÎe  toiniale.  Mtme  ehei  l'bomme,  lea  idée*  innêei  Tien- 
BallMin  mathénutifar,  t.  VI.  (  JaKTier  1860.}  '  I 
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sont  stationnaires ,  iiiHIcmenL  IbnrUotis  <lu  temps,  li- 
mil<k-s ,  el  sans  ces  progrès  qui  caracU-risenl  l'espèce  hu- 
maine ,  prières  qui  sonl  les  conséquences  de  la  faculté 
de  parler.  Dans  la  classe  des  lusectes,  genre  Hyméno- 
ptère,  c'est  l'espèce  mellifèrfl;  ei  dam  celle-ci  la  sec- 
tioA  de»  abeilles  n  raiel,  jépis  meilijera,  qui  a  aliiré  de 
toute  antiquité  l'allention.  Il  est  à  remarquer  pourtaut 
que  la  Bible  meniiuniie  l'industrie  de  la  fourmi  [Prov.  vi, 
•y),  et  ne  parle  nullcmcnl  de  l'industrie  de  l'abeille,  ne 
la  cite  que  pour  figurer  une  poursuite  acliarnée  \Deut.  i, 
Prov.  cxviii  ) ,  Cl  toutefois  le  miel  était  un  des  trois  pro- 
dtiils  principaux,  avec  l'huile  et  le  lait,  delà  terre  pro- 
mise. Dans  les  temps  modernes,  l'industrie  des  abeilles  a 
iixéaussi  l'attenlioDdesgéOnidLi'es(V.7Vou^eAej^nfi<i/«, 
t.  XV,  p.  I  j8),  et  récemment  un  cloquent  avocat,  savant 
géomètre,  le  célèbre  lord  liroi^bam,  en  a'faît  l'objet 
d'uti  Mt moire  Irès-iiistructif  (Comp/ej  rendus,  t.  XLVI, 
p.  ioa4  ;  i858).  Un  motif  iniércssé  a  fait  négliger  d'au- 
tres «pèces  qui  produisent  aussi  du  miel ,  mais  non  ali- 
uientaïre,  et  dont  le  travail  est  cependant  aussi  i:i  pcul-élre 
encore  plus  admirable  que  celui  de  l'abeille  domestique.* 
En  effet,  celle-ci  trouve  un  local  tout  préparé  pour  la  rece- 
voir, soit  une  ruche,  soit  une  cavité  quelconque^  elle  fait 
partie  d'une  société  aussi  nombreuse  qu'une  ville  très- 
peuplée  compte  d'habitanis  :  de  là  une  républiijue  d'ou- 
vriers travaillant  pour  une  présidente  el  pour  une  agré- 
gation polyandrique  ;  tandis  que  dans  les  autres  espèces 
les  ateliers  ne  consistent  qu'en  un  petit  nombre  d'îndi- 


iicnL  aussi  tic  I>ieu.  Cwlccqu'a  pnrrallcmcnt  n[poséCufuarel,phî]OBopln 
hol1and(ii>,  compicicmorit  i|;noré,  cl  que  je  n'bétite  pus  à  placer  su  pre- 
mier  rsne.  comme  préenraonr  Ar.  \»  philosophlo  critiqua  ronil^  par  Ranl, 
la  Bou)e  qui  fasse  bien  lo  dppart  de  ce  que  Ttiommc  |>cut  sntoir  et  ito  ec 
qu'il  C9l  conduniné  à  éleriicllcincnL  ijjnorer  ici-Las,  In  soulo  qui  reste  Mi» 
la  (erre  sans  jamais  perdre  de  tu c  le  ciel. 
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vidas,  au  plus  cent,  très-souvent  moins,  jus([u'ù  un  ou- 
vrier tout  seul;  eilà,  aVaiil  lout,  il  faut  construire  un 
togement,  un  nid  pour  j  placer  la  génération  à  venir. 

II  est  vrai  que  l'abeille  vulgaire  résout  un  problème 
difiicile  de  maximis  et  de  oiinimis;  mais  les  espèces  soli-r 
taires  cxécuient  des  opérations  stéréotomïques  qui  exigent 
plus  d'adresse,  plus  d'imagination,  plus  de  raffinement 
dansle  choix, des  matériaux,  dans  la  précision  des  formes. 
Lisons  ce  que  dit  à  ce  sujet  l'immortel  Réaumur,  dans  Ta 
préface  du  tome  VI  (174^)  ^^  ^^  délicieuse  Histoire  des 
Insectes,  où  l'on  reconnaît  la  main  de  Dieu,  tandis  que 
dans  l'histoire  de  l'homme  on  reconnaît  trop  souvent  la 
main  du  d^mon  (*). 

«  Les  huit  derniers  Mémoires  <îuvolumeprécédent(V'')'; 
ont  élé  employés  et  ont  à  peine  suffi  à  raconter  les  mer-  ,! 
veilles  que  celles-ci  (les  mouches  à  inïel)  nous  offrent, 
et  à  en  prouver  la  réalité.  Il  semble  qu'elles  ont  dû  épui- 
ser tout  ce  que  nous  pouvions  donner  d'admiration  à  des 
mouches.  Y  en  a-t-il  de  dignes  de  leur  être  comparées? 
Le  nombre  des  abeilles  d'une  ruche  bien  peuplée  égale 
celui  des  habitants  d'une  grande  ville;  toutes  y  travail- 
lent de  concert  au  bien  de  leur  société;  leurs  gâteaux 
sont  des  ouvrages  inimitables  à  l'œil  des  hommes  qui 
ignorent  jusqu'aux  secrets  de  ramasser  et  de  préparer  la 
matière  dont  ils  sont  faits.  La  plus  sublime  géométrie 
u'càt  pu  déterminer  une  figure  plus  avantageuse  à  tous 
égards  pour  les  cellules  dont  elles  composent  leurs  gâ- 
teaux ,  que  celles  dont  elles  ont  fait  choix. 

u  L'air  de  gr&ndeur  qu'ont  pour  ainsi  dire  les  éiablis- 


(*)  Pourquoi  la  Roefaclle,  ii  ViniUr  d'tulroa  villes,  n 'élève- l-cltr  pu 
i>nc  italuo  au  grand  homme  qui  l'a  liluslrcc?  Quoll«  Société ,  eoniacréeà 
l'éluda  Je  la  Nature,  ne  Hiuacrirail  pas  ï  un  Ici  monument?  l.iseï  leju,!- 
Cemoul  qtiu  portu  Luviur  sur  Béaumiir  (  Biogia/ibic  Michaiid). 
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(4) 
aemenis  des  mouches  à  miel,  l'ordre  qui  y  règoe,  l« 
ouvrages  qui  s'y  exécutent,  et  l'utilité  dont  ils  nous  soot, 
De  doîvenl  pourtant  pas  nous  éblouir  au  point  de  DOqs 
6ler  le  désir  de  savoir  comment  se  conduisent  d'autres 
mouches  dont  les  sociétés  sont  peu  nombreuses,  et  ce 
que  font  dans  le  cours  de  leur  vie  d'autres  mouches  du 
même  genre,  dont  le  goût  est  de  vivre  solitaires.  On  adi 
mire  avec  raison  ces  grandes  maaufaciures  dont  les 
ateliers  sont  remplis  d'ouvriers  qui  s'entr'aident,  où  les 
uns  uc  sont  destinés  qu'à  ébaucher  l'ouvrage ,  les  autres 
l'avancent  encore  plus,  le*  autres  le  perfectionnent,  et 
les  autres  le  finissent;  on  pense  avec  plaisir  ce  qu'il  y  a 
à  gagner  en  faisant  passer  successÏTeroent  la  même  pièce 
par  différentes  mains;  mais  quand  on  est  au  fait  des  dif- 
férentes pratiques  de  nos  arts,  on  n'en  estime  pas  moins 
un  ouvrage  pour  avoir  été  commencé  et  fini  dans  une 
boutique  obscure  par  un  seul  ouvrier,  et  où  l'on  fait  plus 
de  cas  de  celui  qui  seul  y  a  mis  la  main.  C'est  ainsi  que 
le  vrai  connaisseur  des  ouvrages  de  la  nature,  que  le  bon 
observateur  saura  encore  admirer  tes  abeilles  solitaires 
dans  leur  travail ,  malgré  le  plaisir  qu'il  a  eu  cent  et  cent 
fois  à  voir  tant  de  milliers  de  mouches  occupées  en  même 
temps  à  différents  ouvrages  dans  la  même  ruche.  Enfin 
CCS  ruches  si  peuplées  sont  de  grandes  villes;  mais  on  peut 
être  curieux  de  connaître  les  moeurs  simples  des  villa- 
geois et  même  des  sauvages ,  après  avoir  étudié  les  moeurs 
des  habitants  des  plus  grandes  villes  et  des  plus  policées.  » 
Nous  choisirons  pour  exemple  le  problème  de  stéréo- 
tomie résolu  par  l'abeille  empilciise.  Apis  centucuian's 
(néaumur,  l.  VI,  p.  qj  et  suivantes)  :  C'est  une  femelle 
solitaire,  fécondée,  qui  est  obligée  de  construire  sa  de- 
:(neiu-e  et  d'engendrer  sa  société.  A  cet  effet ,  elle  choisit 
un  terrain  ni  trop  dur  ni  trop  fnable,  et  y  creuse  un 
cylindre  parfaitement  calibré  de  i3  h  i4  milUmèlres  dç 
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diamètre ,  sur  a6  à  37  centimètres  de  longueur,  et  le  plus 
fréquemmeut  l'axe  est  horizontal  ;  elle  enlève  la  terre  par 
mottes  extrêmement  petites,  mais  avec  une  telle  acti- 
vité, que  le  cylindre  est  terminé  au  bout  de  quelques 
heures.  Le  déblai  est  déposé  près  de  l'^trëe  ;  nous  ver- 
rons à  quel  dessein.  Il  s'agit  maintenant  de /n/fûier  le  cy- 
lindre; à  cet  effet,  l'abeille  se  dirige  vers  un  rosier,  vole 
longtemps  autour,  et  quand  son  choix  est  fixé,  elle  se  pose 
sur  le  bord  d'une  feuille,  trois  jambes  dessous  et  trois 
jambes  dessus,  et  la  tète  tournée  vers  le  pédoncole. 
Supposons  qu'on  ait  tracé  avec  de  U  craie,. sur  la  demi- 
feuille,  une  portion  d'ellipse,  convexe  vers  la  nervure 
médiane  ;  si  avec  des  ciseaux  on  découpe  la  feuille  en  sui- 
vant cette  trace ,  on  obtient  un  morceau  borné  par  l'ellipse 
dficoupée  et  par  le  bord  dentelé  de  la  feuille  qui  est  aussi 
sensiblement  elliptique.  C'est  cette  opération  qu'exécute 
notre  ouvrière;  ses  deuts  lui  servent  de  ciseaux,  et  l'image 
qu'elle  doit  avoir  dans  la  tète ,  lui  sert  de  trait  et  la  di- 
rige, et  toutes!  découpé  arec  plus  de  précision  et  en  moins 
de  temps  que  nous  ne  ferions  avec  nos  instruments  (*). 
A  mesure  qu'une  partie  est  coupée,  elle  la  plie  avec  tes 
deux  jambes  du  milieu  de  son  corps  ;  de  sorte  qu'elle  finit 
par  tenir  entre  ces  jambes  un  morceau  triangulaire  formé 
par  un  quart  d'ellipse  découpée  et  par  un  quart  d'ellipse 
dentelée  du  bord  de  la  feuille,  et  par  la  droite  de  la  pli- 
cature.  Alors  le  morceau  prend  par  son  poids  une  po- 
sition verticale;  elle  s'envole,  le  porte  dans  le  creux 
cylindrique,  le  déplie  et  l'applique  contre  les  parois;  la 
partie  pointue  formée  par  la  rencontre  des  deux  ellipses 
cst.pliée  pour  recouvrir  le  fond  du  cylindre;  elle  recom- 


('}  Descarlcs  construit  lei  courbes  au  mojen  d'un  lystémade  rr/flei 
liées  d'une  certaine  miDière.  L>  IrlsecUoii  du  corps  de  l'inseclc  punit 
sorrir  an  ntme  uuca. 
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meuce  le  même  mani-gc  jusqu'à  ce  que  \e  cyt'iiidro  soii 
«atièrcment  tapissé;  m^is  ce  n'est  là  qu'une  besogne  pré- 
paratoire. Cette  enveloppe  doit  servir  de  moule  à  former 
tes  cellules  ,  qui  sont  le  but  essentiel. 

Prenons  trois'  trapèsés  égaux  et  appliquons  chaque 
trapèze  contre  la  même  concavité  cylindrique;  ces  trois 
figures  se  changeront  en  trois  surfaces  cylindriques,  ter- 
minées chacune  par  deux  droites  et  par  deux  arcs  de 
cercles  inégaux;  réunissons  ces  trois  surfaces,  de  telle 
sorte  qae  le  bord  recliligne  de  la  première  passe  sous  la 
seconde  surface  ^  le  bord  de  la  seconde  sous  la  troisième, 
ot  le  bord  de  la  troisième  sous  la  première;  nous  ob- 
tiendrons ainsi  une  sorte  de  cône  tronqué  ouvert  par  tes 
lieux  bouts,  et  si  l'on  plie  le  petit  bout  en  forme  de 
voûte,  on  aura  une  espèce  de  dé  à  coudre.  Telle  est  la 
forme  d'une  cellule.  L'at>eille  découpe  successivement 
ii'ois  morceaux  dans  des  feuilles  de  rosier,  comme  elle 
a  fait  pour  Venveloppe,  mais  les  ellipses  sont  de  moindre 
diinenûon  ;  le  grand  nxe  a  4  millimètres  et  te  petit  a  milli- 
mètres environ;  les  trois  morceaux  sont  égaux;  mais  elle 
ne  les  déplie  plus,  et  leur  laisse  la  forme  triangulaire  et 
en  construit  une  cellule  en  forme  de  dé,  comme  il  a  été 
dit;  et  les  trois  morceaux,  tes  trois  voussoirs  tiennent 
ensemble  par  L'élasticité  et  par  la  résistance  qu'oppose 
la  paroi  de  l'enveloppe  cylindrique ,  qui  sert  aussi  à  leur 
donner  ta  forme  cylindrique.  La  sléréoiomisie  laitle  coa 
aucun  gabarit,  ou  plutdt  l'artiste  suprtimc 
s  ces  gabarits  dans  la  tète  de  l'insecte.  Pendant  ces 
8  de  l'arbre  au  nid  et  du  nid  à  l'arbre ,  il  faut 
qu'elle  conserve  dans  son  sensorium  les  dimensions  des 
cercles  et  des  ellipses.  Apres  vient  l'opération  chimique; 
l'abeille  vole  de  Heur  en  fleur  pour  élaborer  le  miel 
(|u'e1te 'dépose  dans  lu  cellule,  ainsi  qu'un  wuT,  destiné 
à  devenir   successivement    ver,  chrysalide,  mouche;  1« 
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iitiel  scrvanl  de  pâUire  au  ver.  Pour  donner  plus  de  Immi' 
sistance  »  la  cellule,  l'abeille  met  par-dessus  encore  trois 
oellulce  semblables,  qui  se  recouvrent,  s'empilent,  do 
sorte  que  chaque  cellule  est  triple  et  est  composée  de  neuf 
iBorveaux  triangulab'cs. 

Le  miel  étant  liquide,  il  faut  l'empêcher  do  s'écouler; 
l'abcillG  découpe,  toujours  dans  une  feuille  de  rosier  et 
toujours  marchant  sur  la  circonférence,  un  cercle  parfai- 
tement l'Omit  d'un  diamètre  nu  peu  moindre  que  celui  de 
l'ouverture  de  la  cellule-,  elle  fait  entrer  de  frottement  ce 
cercle  dans  celte  ouverture,  et  comme  pour  les  cellules, 
elle  empile  deux  à  trois  de  ces  cercles,  et  y  laisse  une 
certaine  distance  ou  certain  vide  entre  cet  opercule  et 
l'ouverture.  Ayant  construit  successivement  huit  ou  neuf 
cellules,  elle  fait  entrer  le  bout  fermé  de  la  seconde  cel- 
lule dans- le  videlaissé  dans  la  première  cellule;  de  même 
la  troisième  cellule  dans  la  seconde,  et  ainsi  des  antres 
jusqu'à  ce  que  tout  le  cylindre  soit  rempli.  La  dernière 
cellule  restant  ouverte,  l'abeille  la  ferme  au  moyen  de 
la  terre  qu'elle  a  déblayée  et  qu'elle  remblaye  mainte- 
nant ,  de  sorte  que  le  nid  est  entièrement  caché  sous  terre. 

En  juillet  i^Sô,  un  paysan  des  environs  des  Ande- 
lys,  en  labourant,  trouva  de  ces  cylindres;  il  crut  que 
c'était  un  maléfice  de  quelque  sorcier  pour  faire  man- 
quer la  récolte.  Eflrayé,  il  apporta  cette  trouvaille  au 
seigneur  du  village ,  auditeur  de  la  Chambre  des  Comptes, 
et  qui  habitait  Paris;  celui-ci  consulta  son  chirurgien,  qui 
s'adressa  à  l'abbé  NoUet  ;  celui-ci  envoya  le  cylindre  à  Héau- 
itiur,  qui  conjectura  aussitôt  que  cela  pouvait  bien  élrc  le 
produit  d'un  travail  d'Insecte,  et  appliquant  son  génie 
observateur,  il  découvrit  toutes  les  opérations  qu'on  vient 
de  lire;  quant  au  fait,  il  était  déjà  connu  du  célèbre  Ray. 

Comme  tout  le  genre,  celle  espèce  d'abeilles  renferme 
trois  sortes  d'individus,  mâles,  femelles,  ouTriers,qui 
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ti'oni  si  la  luème  Utile,  ni  la  même  grosseur.  Aussi  les 
cellules,  toutes  de  même  diamètre  ^  ont  des  longueurs  ap- 
propriées aux  iadividus  qui  doivent  édore.  Comment  la 
mère  ouvrière  peul'«nc  connattre  d'avance  le  résultat  de 
la  pontet*  Ce  sont  là  des  mystères  qui  n'ont  pas  à  redomer 
les  attaques  des  incrédules;  tonte  n^ation,  tonte  expli- 
cation est  impossible. 

Voici  ce  qu'en  conjecture  Newton  ; 

Annon  sensorium  animaliiim  est  tocuS  cui  substantia 
seniiens  adett,  et  in  ^uem  sensibiles  rerum  species  per 
nervos  et  cetebrum  deferantur,  ut  uhi  prœsentes  a  pns' 
sente  sentiri  possint?  Aique  his  rite  expeditis,  annon  ex 
phœnomenis  constat 'esse  entent  incorporeum,  viven- 
tem,  intelligentem ,  omniprœsentem ,  qui  in  spalio  infi' 
nilo,  lanquam  sensorio  suo  (*),  res  ipsas  intime  cemaX , 
penitusquu  perspiciat ,  totiuqtus  intra  se  prœsens  prœ- 
sentes complectatur ;  quaruni  quidem  rerum  id  qtiod  in 
nobis  sentit  et  cogitai ,  imagines  tantum  ad  se  per  organa 
sensaum  dalatas,  in  sensoriolo  suo  percipit  et  contuelur.  » 
(  Opiices  lib.  m ,  questîo  XXVIU.) 

La  charmante  production  de  M.  Alichvlet,  VJnsecto, 
devrait  être  donnée  en  prix  dans  toutes  les  Institutionsj 
il  y  r^e  une  morale  pure ,  élevée ,  revêtue  d'un  style  où 
brillent  les  mêmes  qualités;  heureuse  exception  an  dé- 
vergondage littéraire  du  jour. 

Note  bibliographique  supplémentaire  suri' Alvéole 
des  abeilles. 

Aux  renseignements  que  nous  avons  donnés  (t.  XV, 
p.  175],  il  faut  ajouter  : 

1°.  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris, 
1702-1739.  On  y  trouve  la  question  posée  par  Rëaumur 
à  Koenig,  et  qui  «si  le  point  de  départ  5 

(■}  Eipr«islon  qui  fait  pcnier  à'^pingsri. 
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fl°.  Mémoires  de  l'Acadimie  de  Berlin,  1781.  Cas- 
tillon  et  Lluiiller  traitant  la  question  de  minimum  mini- 
morum,  trouvent  un  polyèdre  différent  de  celui  de  i'al- 
vëole^  et  en  concluent  ^e  l'abeille  n'a  pas  satiEfait 
anx  plus  économiques  conditions:  mais  lord  Brougham* 
dans  Je  Mémoire  cité  ci-dessus,  faîl  voir  que  ces  géomè- 
tres ont  fait  une  omission  qui  vicie  tous  leurs  calculs  et 
annule  leurs  conclusions. 

Dans  ce  même  travail,  le  géomètre  anglais  démontre  que 
le  mîoimum  exige  que  la  laideur  du  rhombe  soit  égale  au 
c6té  de  l'hexagone,  et  réciproquement,  de  cette  ^alité 
on  déduit  le  mÎDimum. 


SOPHIE  GERMAIN. 


Cette  fille  de  génie  vit  le  jour  k  Paris  le  1"  avril  1776, 
deu»  ans  avant  la  mort  de  Voltaire,  Rousseau,  Lekain. 
Comme  Pascal,  elle  montra  une  intelligence  précoce,  et, 
ce  qui  est  bien  plus  rare,  un  jugement  d'une  sagesse  pré- 
maturée et  en  donna  des  preuves  en  cette  occasion.  Son 
père(*) ,  membre  de  l'Assemblée  constituante,  réunissait 
souvent  chez  lui  ses  collègues],  et  l'on  pense  bien  que  l'on 
discutait  avec  ardeur  les  grandes  questions  de  l'époqUe. 
La  jeune  personne ,  dévouée  aux  saintes  idées  de  89 ,  as~ 
sîsiait  avec  nu  vif  intérêt  à  ces  réunions,  mais  trouvait 
qu'on  allait  trop  vite  et  trop  loin,  et  craignait  qu'en  sur- 
excitant des  passions  populaires,  on  ne  tombât  sous  la 

(*)  IMpalJ  de  li  tiIIs  de  Psri* ,  daaiaataot  roe  S*iat-I>«al* ,  ■■>  Calai 
d'trj  an«dgiM  qol  ■  diipai«  il  j  ■  p«a  d«  ump«. 

BuIIMh  omtUmtijfM,  t.  TI.  (Fëniar  iST^.)  3 
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tyrannie  dësordonUée  dea  masses,  qui  n'ont  pour  Ic^que 
que  des  passions,  pour  ai^uments  des  poings  fermés  et 
pour  but  des  intérêts  grossièrement  matériels.  Ces  crain- 
tes ne  tardèrent  point  à  se  réaliser.  Profondément  aJBi- 
gée,  ta  jeune  prophétesse  chercha  à  se  distraire  de  ses 
chagrins  dans  le  monde  des  abstractions.  E^le  parcoorut 
VHistoira  des  Maihématiquet  de  Montucla,  étudia  Be- 
zoui,  et,  pendant  les  saturnales  sanguinaires  de  93,  elle  ne 
quittait  presque  plus  la  maison  ;  se  séqnestraDt  volontai- 
rement, elle  s'enfonça  dans  les  méditations  sur  la  théorie 
des  nombres  et  sur  le  calcul  iofinilésimal  qu'elle  apprit 
dans  les  oeuvres  de  Legendre  et  de  Cousin.  Ses  progrès 
furent  si  considérables,  si  rapides,  qu'en  1801  elle  entra 
eu  commerce  épistolaire  avec  Gauss,  sous  le  pseudonyme 
d'un  élève  de  l'École  Polytechnique  ;  d'abord  sur  les  DU- 
çuismtiones,  qui  venaient  de  paraître  ,  et  ensuite  sur  des 
sujets  dignes  d'un  tel  correspondant.  Pendant  la  campagne 
de  1 804 ,  le  général  d'artillerie  Pernetty,  ami  de  la  famille 
Germain ,  étant  venu  à  Brunswick ,  découvrit  à  l'illustre 
mathématicien  le  vrai  nom  de  ce  prétendu  élève  dont  il 
n'avait  jamais  soupçonné  le  sexe.  Sa  surprise  fut  extrême, 
et  ses  lettres  subséquentes  portent  le  témoignage  de  sa 
haute  admiration  pour  l'esprit  profond  et  pénétrant  de  la 
jeune  Française:  admiration  d'autant  plus  sincère, qu'a- 
lors le  professeur  allemand,  froissé  dans  ses  aflections, 
dans  son  bien-être  (*  ) ,  n'éprouvait  que  des  sentiments  de 
réptilsion  pour  notre  nation. 
Connu  et  apprécié  de  Lagrange,  Laplace,  Legendre, 


(")  La  due  de  Bruniwick  ,  mort  i[  misérBblement  à  la  saite  de  U  bt- 
UilIod'IÔD*,  bleiiraileiir  de  Ganu,  avait  pourru  aai  fnia  de  ua  élndM. 
D*ni  la  «ODlrihnUon  de  guerre  Impoiée  t  1»  Tille  de  GottioBue,  la  p«rt 
deGauisfut  BueiTorte;  Laplace  l'acquitla  k  Pari*,  mai*  Gaun  ueTovlat 
pli  acccplcr  cet  acls  de  i;éoéroiIli.>,  El  te  libéra  plus  tard,  Toulaot  mtin* 
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Lacroix,  ce  talent  émineat  restait  ignoré  du  public  géo- 
mètre. Ce  fut  le  Iravail  d'un  physicien  allemand  qui 
donna  de  l'éclat  au  nom  de  Sophie  Germain. 

En  iSio,  Cbladnî,  se  dirigeant  vers  Paris,  séjourna 
quelque  temps  à  Majeuce  où  j'étais  alors  professeur;  il 
voulait  bien  partager  quelquefois  mes  repas  ;  sa  conver- 
sation était  extraordinairement  intéressante.  Doué  d'une 
mémoire  surprenante,  il  savait  par  cœur  des  chants  en- 
tiers d'Homère,  de  Vîi^le,  du  Tasse,  de  Schiller,  et  con- 
naissait l'histoire  des  sciences  :  hc»nme« ,  ouvrages,  dates . 
Il  portait  à  Paris  le  clavi-cylindre ,  piano  à  sons  prolon- 
gés, et  de  plus  ses  célèbres  figures  acoustiques  :  il  s'était 
rendu  très-habile  exécutant  sur  son  instrument  et  comp- 
tait faire  sensation  plul6t  comme  artiste  que  comme  sa- 
vant. L'exécution  tue  semblait  traînante,  larmoyante, 
élégîaque  et  d'une  impression  monotone,  fatigante.  M'a- 
percevant  qu'il  avait  une  susceptibilité  d'artiste,  je  n'osai 
lai  découvrir  entièrement  ma  façon  de  penser. 

n  vint  à  Paris;  on  s'occupa  peu  de  son  piano,  mais  ses 
belles  expériences  acoustiques  attirèrent  même  l'attention 
de  Napoléon.  Il  invita  l'Institut  à  proposer  pour  sujet  de 
prix  extraordinaire  le  mouvement  moléculaire  des  pla- 
ques élastiques.  Lagrange  considérait  la  question  comme 
présentant  des  difficultés  presque  insurmontables  :  So- 
phie osa  l'aborder.  En  i8it,  elle  présenta  une  solu- 
tion renfermant  une  équation  défectueuse  corrigée  par 
Lagrange;  en  i8i3,  elle  obtint  une  mention  honorable, 
et  unit  en  i8i5  par  remporter  le  prix.  Ce  succès  répandit 
la  réputation  de  notre  célèbre  compatriote  dans  le  monde 
mathématique,  la  rangea  désormais  parmi  ces  êtres  pri- 
vilégiés qui,  planant  dans  les  hantes  régions ,  aperçoivent 
et  créent  même  des  oasis  dans  des  saliaras.  Depuis,  elle 
développa  et  perfectionna  la  théorie  des  surfaces  élasti- 
ques dans  divers  Mémoires  insérés  dans  des  recueils  scien- 


IV,  Google 


{"» 

liûqoes.  En  arithmologie ,  elle  démontra  des  ttiÀjràmes 
nouveaux,  que  Legendre  &  admis  dans  son  ouvrage.  Une 
maladie  cruelle  mit  fin  à  ses  progrès,  maiauon  à  raciivïté 
de  son  esprit.  Au  milieu  des  douleurs  atroces  d'un  eau-' 
cer,  elle  se  livrait  à  une  composition  philosophique  que 
le  mort  vint  înleirompre.  C'est  ainsi  que  Condorcet ,  tra> 
que  et  enfin  déchiré  par  des  Ugres  qu'il  avait  aidé  à  dé- 
museler, rêva  ses  progrès  de  l'esprit  humain,  merveil- 
leux édifice  auquel  il  manque  le  nom  de  Varc/titecte  (voir 
la  Note). 

Le  17  juin  i83i  mit  fin  aux  tortures  et  à  la  vie  de 
l'illustre  demoiselle  igée  seulement  de  cinquante-cinq 
ans  i  c'éuit  une  perte  déplorable  pour  la  science  et  ponr 
la  société.  E^e  éuit  belte-sœur  du  membre  de  l'Insùtut 
Dutrochet,  qui  a  attaché  son  nom  à  VenJosmose,  Son 
neveu,  M.  Lherbette,  député  de  l'Aisne,  qui,  sons  la 
Restauration,  a  souvent  défendu  la  cauie  libérale  avec 
énei^e  et  talent,  a  trouvé  dans  les  papiers  de  sa  nièce 
l'opuscule  dont  nous  parlerons  plus  loin.  Nul  doute 
que  les  lettres  de  Gauss  ont  été  conservées  de  même  que 
celtes  de  Sophie  dans  les  papiers  de  Gauss.  La  publi- 
cation de  cette  correspondance  offrirait  un  haut  intérêt 
de  curiosité  et  d'instruction.  L'opuscule  publié  deux  an- 
nées après  la  mort  de  l'auteur  n'existe  plus  dans  le  com- 
merce ;  une  nouvelle  édition  est  trèsnlésirable. 

Aoie.  On  lit  à  ta  fin  du  hoîtième  livre  de  VAnti-Lu' 
crèce  du  cardinal  de  Polïgnac  {.vers  1741)  c^  belles  pen- 
sées : 

Siliœt  astronoinos  et  qui  ocslntia  quosdam 
Lostrarant  occulis  et  ijuos  nova  protulit  «tas 
CoDlemplatores ,  Kterna  aornine  digUM 
Censiiirnus ,  quod  sint  auu  signare  figuram 
Asirorum,  et  spatia  ,  et  moles  variosqiie  nicatus. 
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Et  caunm  sapremam  îpab  qii<e  tradîdîi  niris 
Hateriam ,  fonnam  atque  titnm ,  noniiânique  nioTCodi 
Legidmo,  ingrad,  lauduin  fraudamai  bonorel 
Est  grave  mentis  opas  charu  describere  ocslum 
Ac  terras,  duplicique  globo  diversa  aoUre 
Qimaia,  sidereuinque  rotii  eflSiigere  molum. 
Et  potuil  sine  menti  fabri  consistere  mundosl 
0  pudor!  0  miser»  vecors  insania  geatis! 
O  rainim  artiGcem!  Quis  tam  prxclara  videodo 
non  slupeat  geous  esse  homÏDum  qui  talia  casu 
Facta  Telint,  et  materi«  sine  more  vagantî 
Accepta  luec  référant;  cum  non  sine  mente,  sine  arie 
Tôt  portenloram  reddi  mera  possii  imago  I 


PROGBDfiS  BK  MULTIPLICATION  USITÉS  AU  MOYEN'  AGS 
EN  ITALIB. 

i".  La  figure  etplique  suffisattimeat  le  procédé.  C'est 
la  mullîpHcation  de  4567  par  3^6.  Oq  fait  les  additions 
dîagonalement.  Le  produit  écrit  autour  est  i48884a- 


V  4        \^0        \^6        \5 

"X.      '^x       '^N      ' 

V  2     ~\   5     "Va     "V  I 
l\        1  \        1\        2^ 


Ce  procédé  se  nomme  per  gelosia.  La  ligure  simule  les 
jalousies  d'une  fenêtre. 

Notre  procédé  actuel  portail  ces  trois  noms  : 
a".  Per  jtdciAcro,  par  écliiquicr; 
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Per  baricocolo,  espèce  de  petits  gâteaux  rouds; 

Per  organetto,  petit  orgue. 

H  y  avait  encore  les  procédés  ; 

3°.  Per  colonna.  On  multiplie  de  tète  tout  le  mul- 
tiplicateur par  chaque  chiffre  du  multiplicande  et  on 
n'écrit  que  les  unités  en  retenant  les  excédants;  de  sorte 
qu'on  obtient  tout  de  suite  le  produit  sans  avoir  recours 
aux  produits  partiels.  • 

4°-  Per  repiego,  par  composition;  plut6t  par  décom- 
position «a  facteurs. 

5°.  Per  crosetta,  en  croix.  On  additionne  de  l&e 
toutes  les  unités,  les  dizaines,  les  centaines,  etc.,  ce  vpi 
ohlige  de  multiplier  en  croix,  et  on  obtient  le  produit 
sur  une  seule  ligne.  Ce  procédé  est  encore  en  usage  dans 
la  multiplication  par  approximation. 

6°.  De  Fiorentini,  des  Florentins.  On  £nit  la  multi- 
tiplication  de  gauche  à  droite. 

7°.  Per  j/Jc^^aîamento,  par  morcellement.  On  décom- 
pose le  multiplicateur  par  voie  d'addition;  ce  qui  natà 
l'opération  moins  pénible.  Exemple  : 
20  =  3+4  +  6  +  8; 

le  produit  par  6  se  conclut  de  celui  par  3  ;  8  de  celui  par 
4,  et  5  n'exige  qu'une  Jimidiation. 

(Tartaglia,  General  Traltato  di  niunerit  libre  »e- 
condo,  p.  26).  Cet  ouvrage  de  i546  contient  beaucoup 
de  prix  de  denrées  et  de  marchandises  qui  présentent  de 
l'intérêt  pour  les  économistes. 


BXTR&IT  D'IINB  \XVIU. 

Le  II"  I  de  i858  du  Balletïn  de  la  Société  des  Sciences 
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faistonques  du  département  de  l'YoDne  renferme  diverses 
lettres  de  l'illustre  Fourier. 

Daos  celle  du  aa  mai  1 788,  adressée  à  M.  Bonnard,  son 
maître  et  son  ami,  datée  de  l'abbaye  de  Sainl^Benott- 
Bur-Loire,  où  il  commençait  alors  son  noviciat  de  béné- 
dictin, on  y  trouve  t'énonce  d'une  question  qui  peut-être 
par  sa  siugularité  pourra,  si  vous  le  jugez  convenable,  , 
être  soumise  aux  lecteurs  des  Nouvelles  jinnales. 

(t  Voici,  dit  Fourier  à  son  ami,  une  question  d'un 
n  genre  assez  singulier.  Elle  me  vient  dans  l'esprit  au 
•  sujet  de  certaines  propositions  d'Euclide  dont  nous 
a  avons  parlé  quelquefois. 

u  Disposer  dans  un  mémepîan  17  (m)  lignes  droAes 
»  de  manière  qu  elles  donnent  loi  (n)  points  d'inter- 
»  section.  Il  faut  supposer  les  lignes  prolongées  à  l'in- 
»  fini  et  qu'un  point  d'intersection  n'appartienne  pas 
n  à  plus  de  deux  lignes.  Il  faut  ramener  le  problème  à 
»  une  pure  analyse  ^  en  sorte  que  m  et  n  étant  dêter~ 
B  minés,  on  puisse  parvenir  aux  équations  nécessaires,  v 
Dans  une  autre  lettre,  Fourier  déplore  le  malheur  de 
sa  situation. 

«  N'est-ce  pas,  dît-il,  être  condamné  à  l'ignorance 
»  que  de  ne  pouvoir  lire  d'autres  ouvrages  que  les  siens. 
»  C'est  une  privation  dont  toute  la  pbilosophie  ne  peut 
«  se  consoler.  Je  n'ai  de  livres  à  lire  qu'un  chétif  exem- 
•a  plaire  de  Montaigne  auquel  il  manque  des  feuillets  que 
»  je  suis  réduit  À  deviner.  Je  m'occupe  un  peu  de  grec; 
))  vous  croirez  bien  que  c'est  plutôt  pour  lire  Euclide  et 
»  Diophante  que  PtndareetDémosthènes.... 
Et  plus  loin  : 

»  J'ai  encore  travaillé  ces  méthodes  d'élimination  ^  il 
»  n'est  pas  difficile  de  reconnaître  combien  celles  dont 
■a  on  fait  usage  sont  défectueuses,  mais  il  l'est  beaucoup 
n  de  leur  en  substituer  de  meilleures.  Vous  voyez  bien 
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»  qu'il  faudrait  que  j'eusse  soua  les  yeux  l'ouvrage  de 
N  M.  Bezout  sur  le  même  sujet.  Seul  et  sans  secours ,  on 
»  peut  mëdiler  mais  non  découvrir  :  souvent  on  fuit  les 
n  liommes,  on  en  devient  meilleur  mais  non  plus  savant. 
s  Le  CŒur  y  gagne  et  l'esprit  y  perd ,  etc.  » 

Cette  lettre  est  datée  du  aa  mars  1789,  et  i  la  suite  se 
.  trouvent  ces  mots  où  le  grand  analyste  laisse  entrevoir  la 
prescience  de  sa  grandeur  future. 

«  Hier  j'ai  eu  vingt-quatre  ans  accomplis;  à  cet  ige 
»  Pascal  et  Newton  avaient  acquis  bien  des  droite  k  Yim- 
»  mortalité.  » 

PoDxsmuir, 

HambM  d*  U  ScMdéU  hUtoriqn*  da  IToaM, 

4  A»ej-^o-Fr«iK. 


lACBIlK  1  CALGDUR  M  SCHKUTZ  PERFKGTIOmiS. 

Tout  géomètre  connaît  la  célèbre  machine  n  calculer 
les  séries,  due  au  génie  de  M.  Subeutz,  Suédois,  ou  du 
moins  en  a  entendu  parler.  Cette  machine  est  fondée  sur 
la  théorie  des  différences  introduite  aujourd'hui  dans  ren- 
seignement. M.  DonVin,  célèbre  constructeur  anglais, 
vient  d^apporter  quelques  perfectionnements  à  cette  admi-  ' 
rable  production.  Un  rapport  approbatif  est  signé  par 
MM.  G.-G.  Stokea,  C.  Wbealstone,  R.  Villis,  et  un  se- 
cond rapport  aussi  approbatif  par  l^Uustre  astronome 
G.-B.  Airy  {en  date  du  3i  août  iSSg),  Par  cette  machine 
perfectionnée  une  Table  d'annuké  sur  la  vie  a  été  calcu- 
lée et  imprimée  en  soixante-quinze  minutes  ;  un  calcoU- 
leur  par  la  voie  ordinaire  y  mettrait  cent  soixante-quinze 
minutes,  et  encore  le  contrôle  exige  deux  calculateurs. 
On  ne  peut  rien  ajouter  k  de  tels  noms,  à  une  telle  expé- 
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S  ReIHE    UHD  Â»GEWAIIDTB   MiTHBviTIK 
'MU*,  t  LVIl,  3*  eaUtr,  16S9  ) 


Mécanique. 

À,  Ci.BBsct](deCarlsrahe)  (p.  93I110).  Sur  la  figan 
d'un  fil  flexible. 

Coimaissant  la  fonction  des  forces ,  Jacobi  ramène  les 
équations  dn  mouvement  à  une  certaine  équation  ails 
diS'ëreDces  partielles.  M.  Clebsch  applique  la  même  xaé~ 
lliode  k  la  recherche  de  la  figure  que  prend  un  fU  Sesible 
soumis  à  l'action  de  diverses  forces  en  équilibre  j  le  Mé- 
moire contient  neuf  paragraphes  : 

'  1°.  f^uatiofugénérâ/fif.  Uétantlafonctiondesforces, 
T  la  torsion  qu'éprouve  l'élément  <^,  toute  la  théorie  re- 
pose «or  ce  que    l\ids  doit  devenir  un  maximum  entre 

des  limites  données.  On  trouve  pOur  l'équation  aux  diffé- 
rences partielles 

0'-(fy-(s)'=(ï-)->  — ^^- 

ou  V  est  une  fonction  de  x,  y-,  z,  j,  renfermant  trois 
constantes  arbitraires  A ,  a,  6,  et  l'on  trouve  pour  la  fi- 
gure cherchée 

X ,  a ,  J3  sont  trois  nouvelles  consuntes. 

ttallrtin  mtthJmi-OiiBf,  t.  VI.  (Ibr*  1860.)  3 
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2".  La'chaintslteordiuaire. 

3*>.  Les  deux  extrémités  du  fil  sont  atUchées  à  nn  aXff 
de  rotation;  U  6gure  d'équilibre  est  telle,  que  le  ibo> 
ment  d'inertie  du  B)  relatÏTemeot  à  l'axe  devient  uu 
maximum ,  elle  est  indépendante  de  la  grandeur  de  la  vi- 
tesse initiale;  et  on  ramène  l'iniégrale  à  une  fonction  el- 
liptique de  troisième  espèce.  La  figure  est  bélicoïde,  se 
rapprocbanl  et  s'éloignant  altemaiiTemeni  de  l'axe. 

/^.  Lwsque  le  fil  n'est  pas  libre;  il  est  tenu  de  rester 
sur  une  surface  donnée. 

S''.  Lorsque  la  surface  donnée  est  de  révolation. 

6°,  La  chaînette  sur  la  sphère. 

7**.  Fil  sur  une  sphère  tournant  autour  d'an  dia- 
mètre. 

8°.  Fil  mince  doué  d'élasdcîté,  et  dont  la  section 
transversale  est  si  médiocre,  qu'on  peut  n^liger  la  ré- 
sistance à  la.flexion. 

9°.  Fil  mince  soumis  k  la  pesanteur. 

Les  deux  derniers  problèmes  sont  résolubles  par  des 
équations  analc^es  à  celles  qu'on  a  trouvées  pour  les  fil» 
privés  d'élasticité. 

A.  Clebscb  (p.  i49  à  i68).  Sio"  VéquUibré  det  corps 
fiottants. 


La  plus  ancienne  théorie  sur  la  stabilité  des  corps  flot- 
tants est  celle  du  métacencre.  En  supposant  le  coips  in- 
finiment peu  dérangé  de  sa  position,  on  cherche  les 
conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que  le  corps 
manifeste  des  dispositions  à  revenir  dans  sa  première  po- 
sition ,  et  l'on  regarde  la  position  comme  stable  et  seule- 
ment  stable  lorsque  celte  condition  était  remplie.  Cette 
théorie  a  été  critiquée  et  rectifiée  par  M.  Duhamel  (/our- 
rtal  de  l'École  Polytechnique ,  Cahier  XXIV).  On  pour- 
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rail  signaler  encore  d'aulres  défauts  de  l'ancienDe  théorie  j 
il  pent  se  faire  qae  le  corps ,  dans  le  premier  moment ,  ne 
soit  pas  ramené,  au^uen'te,  s'écarte  davantage  et  soit  ra- 
mené par  l'effet  des  pressions  iiydroifynamiques  avant 
({ue  les  oscillations  aient  acquis  une  étendue  apprécia- 
ble. Dans  ce  cas  le  corps  serait  stable,  contrairement  k  la 
r^le  du  mêtaceatre. 

Abandonnant  cette  règle ,  on  chercha  les  équations  des 
oscillations  du  corps,  et  l'on  s'approcha  ainsi  d'une  so- 
lution plus  rigoureuse;  on  trouve  ces  équations  dans  les 
traités  de  Poisson  et  de  M.  Duhamel.  Toutefois  ces  équa- 
tions sont  fondées  sur  la  supposition  que ,  dans  ces  mou- 
vements infiniment  petits ,  on  peut  remplacer  les  pres- 
sions A;^(//-o</f»(in(j^ueJ,cellesqui  résultent  du  mouvement 
du  fluide,  par  les  pressions  hydrostatiques  que  le  fluide 
exerce  quand  il  est  en  repos.  D  est  vrai  que  ces  deux  sortes 
de  pressions  diffôreot  de  quantités  in^niu^ent  petites,  de 
l'ordre  des  vitesses  ;  ce  qui  n'^autorise  pourtant  pas  k  nér 
gliger  les  pressions  hydrodynamiques  ;  car  dans  le  voi- 
sinage de  l' équilibre  les  pressions  hydiros  ta  tiques  se  dé- 
truisent mutuellement;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  des 
pressions  hydrodynamiques,  car  elles  réagissent  contre 
le  mouvement  du  corps,  et  leurs  effeu  sont  du  mâme 
ordre  que  l'effet  total  de  la  pression  hydrostatique. 

Il  résulte  de  là  qae  les  équations  de  mouvement  des 
corps  flottants  données  jusqu'ici  sont  non-seulement 
inexactes ,  ue  donnant  au  plus  qu'une  première  approxi- 
mation, mais  sont  complètement  ^uuef,  car  elles  né- 
gligent des  termes  de  même  ordre  que  ceux  que  l'on 
conserve. 

M.  Clebsch,  et  c'est  le  point  principal  de  ce  Mémoire, 
a  égard  aux  termes  négligés,  et  parvient,  pour  repré- 
senter le  mouvement  des  corps ,  à  une  éijuation  transcen- 
dante, parcouséquent  susceptible  d'une  iiiflnitéde  formes. 
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«t  la  ■ubilité  a  lieu  lorsque  cette  éqaailoa  n'admet  qocdea 
racines  n^tivei.  La  difficollédu  problème  n'a  pas  permis 
de  traitn-  à  fond  un  cas  spécial ,  et  encore  moins  d'indi- 
quer une  rAgle  générale  simple. 

Jnal/se. 

C.  W.  BpacBAKDT  (p.  m  à  lai).  Sur  la  nprésenlation 
d'una  résultante  d'élimination  correspondante  à  une 
représentation  interpolatoire. 

Soit 
une  foncùou  entière  donnée  par  les  valeurs 


P" 


/(')=(»--)(> 


on  a 


'•<')  =  2^A 


(théorème  connu). 

C'est  ce  dévdoppement  de  <fx  qui  est  la  représentation 
interpolatoire  de  <fx. 

Le  bnt  de  ce  Mémoire  est  celui-ci  : 

Soient  les  deux  fonctions  algébriques  entières  dedegré  n 

î(.)  =  0,      ^r(,)  =  OJ 

chacune  de  ces  foncUons   est  donnée  par  les  valeur^ 
qu'elles  prennent  en  faisait 


c'esutfdire  qu'on  donne fcc,-,  i^eti,  i  prenant  les  valeurs 
depuis  zéro  jusqu'à  n  ;  l'élimination  de  2  donne  une  résul- 
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tanta  fonction  des  coefficients  qu'on  trouve  de  ces  fonc- 
tions, et  ces  coefficients  sont  des  fonctions  de  ^a,-,  ^a,-}  il 
s'agit  d'établir  directement,  immédiatement  cette  rësol- 
tante  en  fonctions  de  <f  («j) ,  ^  (a:^) . 

M.  Cayley  a  démontré  (Nouvelles  Annales ,  t.  XVID, 
p.  397) ,  que  si  l'on  développe  l'expression 

y — *       .       i  »-'^' 

suivant  les  puissances  de  x  et  dej',  et  â;j  x*  7'  éunt  un 
terme  général.  Alors  le  déterminant  D  formé  par  les  coef- 
ficients On  (let  A:  prennent  les  valeurs  de  o  à.  n)  donne  la 
résultante.  M.  Borchardt  suppose  que  les  fonctions  f  xet 
^  (x)  sont  données  sons  forme  iuterpolatoire 


Par  d'admirables  considérations  sur  un  déterminant  d'or-: 
dre  (n  -\- 1)*,  le  célèbre  analyste  parvient  1  trouver  D  en 
fonction  de  F(a,',  «i);  iet(  prenant  toutes  les  valeurs 
de  o  à  n. 

M.  KosenKam  a  le  premier  traité  celte  importante  quei> 
tion  (Crelle,  t.X.XX),en  supposanlqoef  (2)  estdonné 
par  les  n  valeurs  ç(a,)  ctif'  (z)  par  les  n  autres  valeur^ 
ji  (^,);pour  passer  à  la  forme  interpoUtoire,  il  faut  sup- 
poser que  les  a.  et  les  ^  coïncident,  ce  qui  amène  une 
grande  complication,  que  M.  Borchardt  a  évitée  en 
abordant  le  problème  directement.  On  apprécie  l'utilité 
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de  ces  recherches  en  couaidërant  que  dans  les  sciences 
physiques ,  les  foDctions  De  sont  doanéei  que  par  leurs 
valeurs  numériques. 


C.  W.  BoKCHABDT  {p.  i83  A  i86).  Comparaison  entn 
deux  formes  de  la  résultante  d'élimination  d'une 
inconnue  entre  deux  équations. 

i".  Première  méthode  d'Euler  : 

/(x)  =  a,«- +  o^,  ;r-7^  + .  .  . 

fl.  =  fl.(.r-„}C^-".).-{'— -). 

Od  forme  !e  produit 

p=n  IKP'— ) 

(=1    »=i 

Désignanl  la  rctutlatile  de  t'âïmination  x  entre/(jr)  =  o 
et  f  (x)  =  o  par  R,  on  obtient 

Pour  avoir  P,  déygnons  par  A(cti,a,,. .  .,a.)  le  produit 
«1  —Xij  on  prend  toujours  A:  ^  i;  A  est  connu  en  fonc- 
tion des  coefficients  de  /(x). 

Posons 

B=r4(p,,p...,    ..,p,). 
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on  aura  D=  (—!)""  ABP,  d'où  P  =  ~ 

3°.  Deuxième  mélliode  d'Eulcr;  =  celle  de  Bezout; 
=:  dialylique  de  Sylvester. 

On  élimine  les  puissances  x*,  x^,  x', . . . ,  x*^~'  entre 
les  m  +  n  écpiations 

o  ^fx  ;     o  =  xfx  ;  , .  . ,  o  =  xT-'fx, 
o  =  fi     o  =  j-f«;...,o  =  af^'  fx, 

et  l'on  obtieut  la  résultante,  au  moyen  du  déterminant 

T=:o      rt„   a,,..  .,n„      o  o , 

o      a,,.  ■  .,am~\     o.o, , 


o      o, . 


,*,_,,*.,  o,.    ,o 
6,_„6.,o,o 


o <t,b„  6,,. . 


*. 
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Les  chiflrea  piacà  à  gauche  du  premier  trait  indiquent 
les  rangs  des  ligues  horizontales. 

Ilfmt.démoutrerV identité  T  =  R. 

Multipliant,  d'après  la  règle  connue,  les  détemiinanls 
D  et  T,  on  obtient  un  nouveau  déterminant,  lequel  étant 
développé  donne 

D.T  =  AB/p,/p,. .  :/?,.?«,  f  «,.  -  ■¥«. 


T  =  n;  t;^  P  =  R. 

O.  Hesse  (à  Heidelbei^]  {p.  17$  i  iSa).  Nouvelles 
propriétés  des  substitutions  linéaires  <fui  transforment 
des  Jonctions  homogènes  du  second  degré  en  d'autres 
^ui  ne  contiennent  que  les  carré»  des  variables. 

M.  Kummer  est  parvenu  le  premier  à  décomposer  en 
carrés  le  carré  du  produit  des  différeaces  des  racine* 
d'une  équation  cubique ,  problème  d'où  dépend  la  re- 
cherche des  axes  principaux  d'une  surface  du  second  or- 
dre (Crelle,  t.'XXVI,  p.  368). 

Ensuite  M.  Borchardt,  à  l'aide  de  la  théorie  des  dé- 
terminants ,  est  arrivé  au  même  résultat ,  et  l'a  généralisé 
pour  une  fonction  de  degré  n  \  ce  qui  fournit  un  moyen 
decalculer  tes  perturbations planéuires  (Crelle,  t.  XXX, 
p.  38). 

Déjà  Jacobi  avait  déduit  le  résulta  t  Kummer  de  formules 
entièrement  nouvelles  [Giomale  Arcadico,  t.  XLVIII), 
et  (Crelle,  t.  XXX,  p.  46)  ^  la  dernière  de  ces  formules  est 
surtout  importante;  elle  conduit  À  des  propriétés  nou- 
velles, but  de  ce  Mémoire. 

Soient  X| ,  Xi, . . . ,  X^ ,  n  variables  liées  aux  n  varia- 


IV,  Google 


(  .5  ) 
bles  .T, ,  r, x„  par  les  n  cquaiioiis  linëairea 

(■)  X.  =  ,/-'^,  +  . M  .r,  +.,.+  „(.").,., 

X  prenaal  successivement  les  valeurs  i ,  a ,  3, . . . ,  n ,  on 
en  déduit 

(  ï }  X,  =  c';)  X,  -(-  «(;)  X ,  H- . . .  +  eÇ')  X, . 

formons  un  nouveau  système  de  n  équations 

(3)  T,  =  M  j.  -WfW  j-,  +  . . .+  ^^')j.., 

d'où  l'on  déduit 

(  4  )  j-^  =  «;,  Y,  +.  «;  T.  -H . . .  +  ai;'  Y, , 

et  aussi  l' identité 

(5)  X,Y,+  X,Y,-t....  +  X»Y.=j;,j',+  x,j',+...+x.j-.  (•). 

Si  l'on  élève  les  deux  membres  de  l'équation  (5)  à  la 
/i'^' puissance ,  et  si  l'on  supprime  de  part  et  d'autre  te 

produit  continu  TT  (n)  =  i.2.3...R,on  obtient  l'i- 
dentité 

y ! x^  Xf  ■ . . . X?"  Y*'  Y"' ...  Y*", 

(7) 

=  y,-; — *?'■«?•  ■  ■  ■*"•  ri- yV-    x'„", 

a, +  ».-(-.  ..  +  «,  =  «, 

«:.,.......=n(-)n(-)-n(-)- 

(')  Le  lecteur  iicut  vcriDcr  en  potniit  n  =  ".. 

Uallelln  malhémaliiut,  \.  Tl.  (Aiiil  iSGo.)  4 
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Remplaçons  dans  le  produit  j'"'  j'"' . . .  y"" ,  \esy  pardn 
Ydéduîu  de  ré([uatîon  (4),  el  désignons  dans  ce  déve- 
loppcment  le  coefficient  dej',^,. . .  y„  par 

B,  «,.  ,  ,an  "b,  b,,  .  ,Bn* 

o"  A^^^     _„^  est  une  fonction  rationnelle  entière  des  a, 
et  on  laisse  x'^'x^' . . .  x". 

Alors   le  coefficient  de  Y,  Y,...Y„  dans  le  premier 
membre  est  Xi  X|. .  .X„. 

Et  dans  le  second  membre  ^  A^  ^  x''x"' . . .  x"" . 

Donc 

De  même  si  l'on  développe  x^'  x"' . , .  x""  à  l'aide  de  l'é- 
quatioD  (3),  et  qu'on  désigne  par 


les  coefficients  de  X,  X,  . . .  X„,  où  E  eai  composé  en  e 

comme  A  en  a,  on  aura 

(9)         T,  Y.  Y,. .  ■  V.  =  2^-,  -,  - .  ".  -^"'  ^^  ■  ■  --^r 

Si  l'on  développe  l'équation  {7)  suivant  les  puissances 
et  les  produits  de  x  ot  y,  et  qu'on  égale  des  deux  cotés 
les  coefficients  de  X,  Xi ...  X„  et  de  Y,  Y, ...  Y„,  on  a 


■  =  2C.,..„._A.., 


premier  nouveau  théorème,  déduit  des  substitutions li- 
ut^aires. 
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■lors 

X'4-X'-l-.. 


second  nouveau  théorème,  qui  décompose   l'unité  en 
carrés. 

M.  O.  Hesse  donne  encore  d'autres  belles  propriétés, 
ainsi  que  les  formules  de  Jacobi.     * 


MUfilNR  PREMIERE  lES  BSTERHIIUNTS, 

LEIBNIZ  (1693). 


Dans  unR  Lettre  de  Leibniz  à  L'Hospital,  datée  de 
Hanover  (51c)  a8  avril  1693,  et  îusérée  dam  le  t.  II, 
p.  a38-a4 1  de»  Leibnizcns  mathematische  Schriften,  édi- 
tés par  C.-L  Gerbardt,  Berlin,  i85o,onlit  : 

«  Puisque  vous  dites  que  vous  avés  de  la  peine  à  croire 
qu'il  soit  aussi  gcoeral  et  aussi  commode  de  se  servir  des 
nombres  que  de  lettres,  il  faut  que  je  ne  me  sois  pas  bien 
expliqué.  On  ne  sçaurait  douter  de  U  généralité  en  con- 
sidérant qu'il  est  permis  de  se  servir  de  a,  3,  etc.,  comme 
de  a  ou  de  b,  pour  vcu  qu'on  considère  que  ce  ne  sont 
pas  des  nombres  véritables.  Ainsi  3.3  ne  signifie  point  6, 
mais  autant  qu'u6.  Pour  ce  qui  est  de  la  commodité  du 
l'épreuve  par  des  nombres,  el  même  par  l'abjection  du 
^c,  j'y  trouve  un  Ircs  grand  avantage  même  pour 
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l'a  van  cément  de  l'analyse.  Comme  c'est  une  .ouvertore 
assez  extraordinaire,  je  n'en  ay  pas  encore  parlé  à  d'au- 
tres, mais  voicy  ce  que  c'est.  Lorsqu'on  a  besoin  de  beau- 
coup de  lettres,  n'esl-ïl  pas  vraj  que  ces  lettres  n'expri- 
ment poitii  les  rapports  qu'il  j  a  entre  les  grandeurs 
qu'elles  signifient ,  au  lieu  qu'en  me  servant  des  nombres 
je  puis  exprimer  ce  rapport.  Par  exemple  soyent  pro- 
posées trois  équations  simples  pour  deux  inconnues  à 
dessein  d'oster  ces  deux  inconnues,  cl  cela  par  un  canon 
gênerai.  Je  suppose 

(i)  io-(-  I  t*-naj  =0  . 

et 

(a)  20 -t-  me-h  33^-  =  o 


(3)  3o  +  3i*  +  5a/  =  o, 

ou  le  nombre  fcinst  estant  de  deux  characieres^  la  pre- 
mière me  marque  de  quelle  équation  il  est,  le  second  me 
marque  à  quelle  il  appartient  (*).  Ainsi  en  calculant  00 
trouve  par  tout  des  harmonie*  qui  non  seulement  nous 
servent  de  garans,  mais  encore  nous  font  entrevoir  d'a- 
bord des  règles  ou  théorèmes.  Par  exemple  ostaut  pre- 

(';  Ces  équKtians  d'aprii  l'éctiLure  actuolle  sont 


.  {  il  Tait  eeUa  opcraliao  par  la  voio  ordinniro  det  nmt- 
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mierement  y  par  la  première  et  seconde  equjition,  nous 
anroDS 

.  ,.    .  i    +  10,32+  H  .22 T      (    _ 

^^'  \    —  I1.30-  13.31.    .    S~°' 

et  par  la  première  et  troisième  nous  obtenons 

,-,  1  +io.3a+ii.32ar    1 

f^J  f-.2.3o+.3.3....h*'' 

où  il  est  aise  de  connoistre  que  ces  deux  équations  ne  dif- 
férent qu'en  ce  que  le  characlere  antccedant  3  est  changé 
au  characterc  autecedant  3.  Du  rcsie,  dans  un  même 
terme  d'une  même  équation  les  characteres  antccedants 
sont  les  mêmes  et  les  characteres  postérieurs  font  une 
même  somme. 

■»  Il  reste  maintenant  d'oster  la  lettre  x  par  la  qua- 
irienm  et  cinquième  équation,  et  pour  cet  eflect  nous 
aurons 

l,.2,.3,  j    =  j    I,.2,.3,     (•) 
i,.2,.3,  1         I   I,  a,. 3, 

qui  est  la  dernière  équation  délivrée  des  deux  inconnues 
qu'on  voulaii  osi«r,  et  qui  porte  sa  preuve  par  soy  par  les 
harmonies  qui  se  remarquent  par  tout,  et  qu'on  aurait 
bisa  de  la  peine  à  découvrir  en  employant  des  lettres  a,  b, 
c,  surtout  lors  que  le  nombre  des  lettres  et  des  équations 
est  grand.  Une  partie  des  secrets  de  l'analyse  consiste 
dans  la  caractéristique,  c'est  à  dire  dans  l'art  de  bien  em- 
ployer les  notes  dont  on  se  sert,  et  vous  voyés.  Monsieur, 
par  ce  petit  échantillon,  que  Vitttc  et  Des  Cartes  n'en  ont 
pas  encore  connu  tous  les  mystères  En  poursuivant  tant 
soit  peu  ce  calcul ,  ou  viendra  a  un  ihcoremc  gênerai 

n  la  loToie  actuelle  d'indico. 
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poor  quelque  nombre  de  lettres   et  d'eqnatioiis  qu'on 
puisse  prendre.  Le  voicy  eomme  je  l'aï  trouvé  autre  fois  : 

»  DatU  œqualionibus  quotcunque  suffifienlibus  ad 
toUendas  guantitates,  quce  simplicein  gradum  non  egre- 
diuntur,  pro  œquatione  prodeunte,  primo  xumandœ  sunt 
omnes  combinaliones  possibiles,  quas  ingreditur  una 
tantum  coefficicns  unwscujusque  tequalMnis  ;  secundo', 
eœ  combinationes  opposiia  habent  signa,  si  in  eodem 
œtfuationis  prodeuntis  latere  ponantur,  quee  hahr.nt  toi 
coefficientes  communes,  quoi  sunt  unitates  in  numéro 
quantitatum  toUendai-um  unitate  miniuo;  cœterœ  ha- 
bent eadem  signa  (*)■ 

»  J'avoue  que  dans  ce  cas  de  degré  simple  on  auroit 
peut  estre  découvert  le  même  théorème  en  ne  se  servant 
que  de  lettres  à  l'ordinaire,  mais  non  pas  si  aisément, 
et  ces  adresses  sont  encore  bien  plus  nécessaires  pour  dé- 
couvrir des  théorèmes  qui  servent  à  oster  les  inconnues 
montées  à  des  degrés  plus  hauts.  Par  eicemple  poar  oster 
la  lettre  x  par  le  moyen  de  deux  équations  dont  l'niie  est 
de  trois  degrés  et  l'autre  de  deux,  je  suppose 

lOJ^+  I  I  a:'  +  iax4-  l3  =  0 
et 

20  J"  -t-  a  I  j;  4-  aa  =  o, 

.  où  le  caractère  antérieur  du  coefficient  marque  le  degré 
dont  il  est  coelBcient,  en  remplissant  la  loi  des  homo- 
gènes (**) ,  ce  qui  sert  à  les  observer  daas  tout  le  pro- 


('}  Tous  l«a  lormea  élaot  doi»  la  mAme  membre,  lenombr*  de*  iDcon- 
1IUCB  élanl  n,  le*  lerniesquiont  en  cominuii  ,ii — i  coeflicionb  onl  dei 
■ignei  oppoBiia  el  les  suirea  onl  même  Bi|;nc. 

(";  Cela  reiicolk 


ledoa  iadiccs  el  des  oipoMol*  est  (oujoun  j. 
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giès  de  l'opéralion.  Dans  les  cqualioiis  j>lu5  haates ,  pour 
mîciiK  s'assurci-  du  calcul,  on  peut  au  lieu  du  dciuîcr 
terme  prendre  un  nombre  tel  que  l'équation  donneroit  eu 
prenant  x  pour  l'unité  ou  pour  quelque  nombre  veri- 
lable,  par  exempte  au  lieu  de 

jox*-h  ii;i:'+  i2jr+  r3^o, 
on'pourroil  écrire 


prenant  œ  pour  lo,  pourvcu  quon  se  souvienne  que 
iiaao  signifie  un  solide  on  une  grandeur  de  trois  di- 
mensions ('*);  ainsi  le  calcul  se  vérifiera  toujours  en  nom- 
bres véritables  et  se  pourra  même  examiner  à  tout  mo- 
ment par  l'abjection  du  novenaîre,  on  de  l'ondenaîre,  et 
neantmoins  les  harmonies  paroistront  par  lout  substi- 
luant  1 3  pour  1 1 330.  En  calculant  ainsi  on  trouvera  des 
théorèmes  et  on  dressera  les  tables  que  j'ay  souhaittées. 
On  voit  aussi  par  là  une  chose  que  j'ai  indiquée  déjà 
dans  les  occasions,  c'est  que  la  perfection  de  l'analyse 
dépend  de  l'art  des  combinaisons  qui  est  proprement  la 
spécieuse  générale  (**}.  » 

La  réponse  de  l'Hospital  est  datée  de  Paris,  i5  juin 
1693  ; 

«  C'est  avec  un  plaisir  sensible,  Monsieur,  que  je 
reçois  vos  lettres ,  j'y  trouve  toujours  des  v&es  nouvelles 
auxquelles  personne  n'avoit  encore  pensé.  La  manière 


(']  Prenant 
on  prend  pour  terme  lout  cannn 


("]  SpAieuie  dans  lo  sens  de  Vfète,  et  signifie  la  reprêieoUlioa  Hgurée 
■]«  qunntilfta. 
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dont  vous  voui  servez  des  nombres  au  lieu  de  IvUrcs  dans 
les  équations  pour  en  limr  ensuite  des  règles  ou  iLéo- 
remcs  est  trcs  ingénieuse,  et  comme  l'analyse  n'est  que 
l'art  d'abbrcger  les  raisonnements  et  de  représenter  tout 
d'une  vue  à  l'esprît  ce  qu'il  ne  pourrait  appercevoir  au- 
tremeal  que  par  un  long  circuit,  il  est  certain  que  les 
caractéristiques  eu  font  la  principale  partie.  Je  dc  doiiie 
jias  que  celle  dont  vous  .vous  servez  pour  exprimer  la  si- 
tuation des  angles  et  des  lignes,  cl  que  vous  appelles cu- 
racterisUca  situs,,  ne  contienne  quelque  chose  de  très 
beau  et  dc  très  utile.  Vous  m'en  eclaircirez  davantage 
quand  tous  le  jugerez  à  propos;  je  crois  avoir  ouï  dire 
que  vous  aviez  aussi  imaginé  une  espèce  de  caractéris- 
tique pour  servir  à  composer  des  machines  de  mécanique, 
cela  peut  cstre  d'un  grand  usage  dans  cette  science  qui 
n'est  pas  encore  arrivée  à  la  perfection  {•).  » 

Ainsi  l'origine  des  déterminants  remonte  à  lôgî  (**)} 
c'est  un  nouveau  bijou  dans  le  splendide  écrin  immen- 
sément riche  de  l'auteur  de  la  hiérarchie  et  de  la  carac- 
téristique infînitésimales.  II  a  découvert  non-seulement  les 
déterminants  de  Cramer  (i75o),  mais  ce  qui  encore  est 
plus  essentiel,  la  caractéristique  de  Vandertfionde  {177a); 
l'admiration  est  au  comble  quand  on  entend  l'illostre 
prophète  proclamer,  deux  siècles  (l'avaoce,  la  haute 
position  de  cette  caractéristique  combinatoire  dans  toute 
l'analyse ,  position  qui  n'a  été  révélée  que  dc  nos 
jours. 

Si  l'on  me  demandait  quelle  est  l'intelligence  la  pins 
intense  en  profondeur,  la  plus  universelle  en  directions, 


CJ  Se  trouve  dana  une  lellre  à  Huyghens  datée  de  Hanorra.  8  lapteai- 
bro  1G79  (Girhhhdt  ,  t.  Il,  p.  10].  M.  Babbagc  a  inienté  quelque  chose 
d'analogue  pour  tes  machine*. 

('*)  Date  malheareatemcnl  trop  moémoniquc. 
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dont  Oiea  ait  gratifié  la  terre,  depuis  t'apparitlon  <ie 
l'homme,  je  répondrûs,  sans  hésiter  :  Lsubiz. 

Les  esprits  sérieux,  anûa  des  fortes  médltatîoiis ,  doi- 
Tent  itne  vive  reconnaissance  à  MM.  Geoi^  Henri  Per- 
tbes,  C.-I.  Gerhardt  et  à  notre  compatriote  le  comte 
FoaclierdeCareil.  Il  est  4  désirer  qu'on  voulût  bien  poor 
la  partie  matliëmalîqoe  consulter  quelque  géomètre  let~ 
tré.  Lorsque  dans  ce  siècle  utilitaira  on  rencontre  on 
homme  vouant  i  la  science  aittraùe  ses  v^les,  sa  for- 
tune, c'est  découvrir  inopinément  une  source  vivîfiatUe 
im  milieu  d*un  Sahara  ;  nouvelle  gloire  que  U  France  peat 
ajouter  à  tant  d'autres. 

tnler  teahiem  Uimiam  et  conlagla  lueri 
NU  pamun  tapit  et  temper  tuhllmfa  curât. 

(HoiAT,  Epttt.  xn,  lib.  I,  ad  Icdiiai.} 


Sdu.a  atoxKnxk  ahuitici  ubub  Lins  piura.  Opuscolo 
di  Gitaeppa  Sacchi,  dotlore  in  matematica.  Pavia, 
iS54)  i°-8  d^  viii-i3i  pages;  i  planche  lilhographiée. 

En  i85o,  le  célèbre  Bordovi  dont  la  science  déplore  la 
perte  récente  (*},  après  quarante  années  deaerviœuni- 
veraiuire  prit  sa  retraite,  et  M.  Sacchi  le  remplaça 
comme  suppléant  dans  la  chaire  de  Géodésie  et  dlljdr»- 


k  PDWla  pTDcaraT.Joalaantd'uas  hanta  réputation  aa  deU  d«a  Alp«a,  Il 
Ml  complétemaut  [nconnn  «n  défi,  L'abbë  Julien  asl  la  pramier  t(  le  Mol 
gAomèlre  fnaftii  qvi  l'ait  dté  dam  lea  axeellento  ProUimei  A  MAMni^me 

BulUanmaMmaUqittA.  VI.(Hai  iWo.)  5 
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liiéirie.  11  fît  r.e  cours  pendant  huit  années,  et  eorichil  la 
collection  d'instrumenu  appropriés  â  ce  cours.  Deux  fors 
Bordooi  le  propoia  au  gouvernement  autrichien  pour  £tre 
nommé  définitivement;  mais  s'étant  attiré  l'auimadTcrsion 
vtece  gouvemetneni,  il  fui  éloigné  de  Pavie  et  on  le  noziima 
professeur  au  lycée  dit  de  Porte-Neuve  k  MilAi,  dont  le 
directeur  était  cùmniiisùire  de  police.  Occupant  encore  la 
'  même  position,  il  est  permis  d'espérer  que  sous  le  régime 
actuel  on  réparera  cette  longue  injustice,  et  qu'on  repla- 
cera M,  SaCchi  à  l'univdrsité  de  Pavie,  position  où  l'ap- 
pellent ses  talents  et  qui  est  Aussi  dans  l'intérêt  de  ren- 
seignement. L'analyse  suivante  est  une  pi^  jusUBcatif  e. 
Beaucoup  de  systèmes  de  coordonnées  ont  maintenant 
cours  dans  l'enseignement.  Pour  chaque  quesUon,  il  faut 
savoir  discerner  le  système  qui  facilite  la  solution.  Son- 
vent  même  il  convient  d'imaginer  un  système  approprié 
i  la  question.  Lorsqu'tme  foncUon  représente  une  ligne 
sur  une  surface  donnée  et  que  la  même  fonction  repré- 
sente une  ligne  sur  ilne  aiïtre  aiiriace  donnée,  mais  ces 
coordonnées  ayant  une  signification  différente,  alors  beau- 
coup de  propriétés  d'une  de  ces  lignes  peuvent  se  trans- 
porter sur  l'autre.  AînW  la  fonction  'ay-k-b'x  +  'c  repré- 
sente une  droite  sûr  un  plan  et  un  cercle  sur  une  sphère, 
mais  les  coordonnées  étant  des  fonctions  transcendantes 
des  tangentes  d'arcs,  les  propriétés  des  droites  sur  un  plan 
sont  transférées  sur  les  cerales  de  la  sphère,  conception  de 
.Gudermann  qui  a  ramené  la  sphéromélrie  à  la  géométrie 
plane  (*).  Découvrir  de  semblables  connexions!  l'aide 
d'autres  fonctions  transcendantes  pour  chaque  surface,  est 
la  besogne  de  l'avenir. 

On  peut  aussi  imaginer  un  système  de  coordonnées  et 
réunir  une  suite  de  problèmes,  comme  applications.  C'e.<it 

(')  fair  [linilcsIVaiifr//rt^Ra(»leatraT>niiii»irucUfi(leH.VanMoi>. 
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ce  qu'a  exéculé  avec  laleni  le  savant  auteur  Je  (.el  opus- 
cule, titre  modeste  qui  tient  plus  qu'il  ae  promet. 

Soit  ÂMB  an  arc  de  courbe  plane;  d'un  poinflixe  O, 
considéré  comme  p61e,  on  abaisse  une  perpendiculaire  OP 
sur  la  tangente  à  la  courbe  menée  au  point  M;  ou  prend 
pour  coordonnées  OP  et  le  rayon  vecteui'  OM  ;  l'équation 
d'une  ligne  est  aoe  relation  entre  ces  deux  lignes,  et  l'au- 
teur établit  quinze  relatiom  fondamentale»  qui  facilitcat 
l'emploi  du  système.  L'utilité  de  ce  système  ressortit  sur- 
abondamment des  applications  suivantes,  qui  en  mon- 
trent la  fécondité  et  très-souvent  l'éléganoe. 

Soit  OA  un  axe  polaire  (Â  est  sur  la  courbe);  OT  une 
perpendiculaire  à  OM  et  terminée  à  la' tangente  en  M> 
de  sorte  que  T  est  sur  la  tangente.  Prolongeons  la  per- 
pendiculaire TO  jusqu'à  ce  qu'elle  reocestre  en  NlanoTi 
maie  menée  en  M  et  qui  est  parallèle  k  OP. 
Notations. 

0P=/),        MP  =  y,      .OHar, 

POT=»,     TMO  =  p,     MOAai»., 

HN=N,     MT  =  T,    • 

n  =  rafoo  de  courbure  en  M , 

«  =  rarcAU, 

•  A  ::::  aire  du  secteur  AOH  ; 

les  accents  désignent  des  dérivées  par. rapport  à  une  va- 
riable quelconque,  à  moins  qu'on  ne  U  dénomme  exprcf- 
sémeiil.  On  a 

(I)  H  =  ;»'-t-T', 

(II)  /i  =  rsia>,     3  =  rcosp, 
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(M) 


(IV) 

l.i.8P  =  r_, 

(') 

(ïl) 

(TO) 

^.='. 

^ 

'>^(1)'' 

(Tm) 

''=$('^"'^'»°*°") 

(H) 

â—   . 

W 

^=^:;, 

^ 

(«) 

/=^i, 
î 

(MI) 

r.=». 

(MJ) 

?.--?.. 

(Mt) 

.A'=,!t=^, 

PIT) 

4S'»- 

Au  nu^en  de  ces  foimules,  on  puae  des  coordonna  po- 
lures  ordiiuires  aax  nouvelles  coordonnées  el  vico  vend. 

I"  ExKKFLB.  Cercle  :  /* — a<2rcose»  +  d* — a*  =  0} 

jqiutîoB 

-T-(r — dcoam)^drtia»'. 
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EHmintntcoau,  il  vient  ponr  ëqiution  en  nouvelles  coor' 
âonn^ 

iap  =^r'+a'  —  rf'. 

n*  ExKMTLB.  Ellipse  :'  an,  a&  axes;  aa  =  arc  po- 
laire ;  d  ^  dislance  du  centre  à  rorigine  *,  e*  =  a*  —  &*  ; 

/*(#•«»*»•  — fl')-t- a  fc'rf/-coi»  +  fc*{«'  — i/'J  =  o, 

équation  polaire. 
On  en  déduit 

e'p'{aadl~'e'r'-'e'm')  =  ^[am'  —  dl)', 
»>>  =  <f>  —  (!>,     t^  =  a'+i>',     P  =  é't'+m'b'. 

m*  Exnpu. 

(«,)  4<'C<»'"  -^  rcotH  —  4'  =  Oi     ciiMûde, 

(ci)  aacos**t-t-  rcotM  +  afl  =  o, 

(*»)  {''  +  «')  coa» —  a/-H  =  0,     (Irophoîde 

en  nouvellec  cotwdonnées  sont  exprimées  par  les  ëtjua- 
dons 

ff  =  4a, 

i  j*|»*(5r'_8^H  +  4y«) 

*  =  a<», 

IV*  EXUCTLB. 

m  =  1,  spirale  d'Anhimède; 
m  £=  3)  spirale  parabolique  j 
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(  M.  I| 
./n  =  -~i,  spirale  hyperbolique î    - 
m.  =  —  a ,  trombe  ; 

rssoe"",  /ï=-T==)  spirale  lc^ariihniic|ue. 


|{r—  b]':=  a"cofna, 
=  m'r-{r-b]'^': 
m  =  —  I ,     n  ^  I  ,     conchoïde  de  Nicomwlc , 
m  =  n=:  1. 

Remplaçant  aeib  par  aa,  afr,  oa  obtient 

conchoïde  circulaire. 
Faisant 

26  =  0, 

on  a  le  limaçon  de  Pascal ,  et 

b  ^  a,     4 "P^  =  '^i     cardioïdc. 
Faisant  dan»  {/) 

£  =  0,     m  ^ — 1,     spirale  de  Cotes, 
6  =  D,     ntci  rhodoracoeide  GraïuS, 

fW  _  a  ,- (  fr- —  a- C09  m  ».  )  4- e*"  =  O , 

te)  4;^'*^'[*"'"+'"  («"-  *"-  f")  +  fi-<^-]  =  (r--  e-i'. 

in=:i,  ovales  de  Descartes  ou  aplanétiques  ; 

Propriété  fondamentale  r+nr,=h., 

r  et  r,  distance  d'un  point  à  deux  foyers  \ 

n,  h  constantes. 

m  ^  t ,  «  =  o,  conchoïde  oirciiUife; 

m  =  I,  e  =  o,  fr  s=  a,  car^ïoïde; 
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M  =  A,  (?  =  o,  71  =  ±  1 ,  conique. 
Posant 

il  vient 

[g,)  itfpi^-'  =  r~  +  «*■  —  (!*", 

m  entier  positif;  c'est  le  Heu  d'un  point  dont  le  produit 
de  ses  distances  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  de 
m  côtés  est  constant,  n  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit 
au  polygone,  et  l'origine  est  au  centre  de  ce  cercle;  le 
produit  constant  est  c".  Si  m  est  négatif,  l'équation  est 
felle  du  lieu  d'un  point  dont  le  produit  des  distances  aux 
commets  d'ua  polygone  régulier  de  m  c6lés  est  égal  à  la 
m''""  puissance  de  la  distance  de  ce  point  au  centre  du 
cercle  circonscrit  au  polygone  régulier  :  cassiuieane  à  m 
foyers. 

ni  =  9,  ellipse  casainienne ; 

Si  c  =  a,  m  =  I ,  lemniscate  de  Bcinoulli  ; 

m  = —  1  une  droite; 

m  =  —  2,  l'hyperbole  équilatère  ; 

m  =  ~t  cardîoïde; 

2 

m  ^— — »  parabole  ; 

m  =:  o,  spirale  logarithmique  ; 

r;t  =  milieu  du  sommet  d'une  parabole  touchant  le 

cercle  de  rayon  4^*  ^'  ayant  pour  origine  le  foyer,  {>oint 
fixe  placé  i^ur  la  circonférence; 

'm  =  —  =  >  caustique  par  réflexion  de  la  parabole,  les 

rayODB  incidents  étant  perpendiculaires  à  l'axe; 

m=.^i  podaircdu  centre  de  la  lemniscate. 
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Équation  de  VépUrochdide. 

m  I     ii-i'[-'-''+{—')fi 

t  =[{«-■)'■-•■  +  («-■)'■?• 

a  ^  rajon  da  cercle  fixe  -, 

b  =  rayon  du  cercle  se  mouTsnt  extérîearement  mr  le 
cercle  fixe  ; 

m  =  — 7 — »  c*^d*  —  i',  distance  du  point  décrivut 

M  an  centre  du  cercle  mobile ,  l'origitie  eit  au  centre  du 
cercle  fiie. 

On  parvient  1  cette  écpiation  directement,  en  considé- 
rant que  N  étant  le  point  de  contact  des  deux  cercles  cor- 
respondant i  une  position  donnée  du  point  M,  MN  est 
une  normale  i  la  courbe  de  cercle. 

Changeant. &  en  — £,  on  a  l'équation  de  VhfpoOv- 
ckoide,  cercle  mobile  inlérienr. 

Faisant 

a=  6,     m^a, 

on  a  une  cmtcboïde  circulaire  dont  l'origine  est  an  centre 
du  cercle. 

Si  <j  =:  £,  on  a  les  épicycloïdes. 

Le  chapitre  IV  traite  des  asymptotes,  rayons  de  cour- 
bure, points  d'inflexion,  de  rebroussement. 

Sous-ungeolc  ^ — ■■  ■  -] 


si  donc  pour  r  =  ±»,p  k  (ue  valeur  finie  réelle,  il  y  a 
des  branches  infinies. 
Dans  les  coniques 

R  =  —T-y  origine  au  centre. 


bGooglt' 


(4.  ) 

Dani  rhyperbole  <!quilatère 

R  +  N  =  o 
Dana  la  strophoïde  (c,) 


4«'  ir'  +  a' 

Ainai  cette  ligne  n'a  ni  points  d'inflexion  ni  poiuU  de 
rebrous  sèment. 

Le  chapitre  V  traite  des  développées,  développantes, 
trajectoires. 

Soient  r,  p,  q,  a  {voir  ci-dessus)  les  quantités  relatives 
à  un  point  d'une  courbe  donnée;  ri,  ^,,  q„  x,  les  quanti- 
tés correspondantes  au  point  de  la  développée ,  on  a  [voir 
ci-dessus) 

■/a,       dx 
et,  i  l'aide  des  relations  (I)  et  (VID], 

(„     ,..=.-^.  ,r=H-..(J)--.,.i. 

Eliminant  r  et  p,  on  obdeni  l'équadon  de  la  dévelop- 
pée eu  Ti  et^,  ; 

Eliminant  p,,  r,,  on  obtient  l'équation  de  la  dévelop- 
pante. 

ExBHPLBS  : 

p  =  mr,  spirale; 
p,  =i  mr, ,  développée  ; 
si  l'on  a 

4»^'=  (mn- i)'{7' — a'),  épicjcloide, 
BaUetiitmaAimatifue,  I.  VI.  (Juin  tKa.)  6 
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on  obtient 

dévàapfèe,  secoode  ^icycloidej 

m —  I     _  w  —  I  .  _  t 

rayons  du  cercle  fixe  et  du  rayon  mobile. 
^donc 

a=:0O,      ff,  =  a,      bi^b, 

1b  développée  est  nne  cycloïde  ^ale  k  la  cycloïde  déve- 
loppante; de  même  pour  la  spirale  Ic^arithmigue. 

Trajectoires. 
Soit  l'éqnatioD  d'ane  ligne 

?('■'./■')  — o;  ■    . 

Eaisons-la  loumer-dans  son  plan  autour  de  son  oi-ïgineO 
et  soit 

<f(r,p)  =  o 

l'équation  de  la  trajectoire  qui  coupe  ces  lignes  sous  tu 
angle  constant  dont  le  sinus  est  ^al  k  m.  On  a,  d'après 
no  théorème  projectiF, 


p,^pi/i  —m'  +  qm; 
p  etq  ont  même  signïGcation  que  ci-dessus  ;  d'où 
p\  +p'  =  m'r'-{i2pp,  i/i  —m'. 

Exemples  : 

p.  —  o, 

faisceau  de  droites  passant  par  l'origine;  la  trajectoire  est 
p^mr,  spirale  If^aiithmique; 
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faiscean  de  cercles  concealriqaes;  trajectoire 
p  SX  ryi  —m*,  spinle  logirithniic]ue; 

faisceau  de'  spirales  d' Archifflède  ;  trajectoire 
/>'(a*-f-r']^r'(ffM  +  r^i  — m'),  spirale  l<^artthmique. 
Si 
on  a    * 

p\-\-p'-F' 


iriTi  +  ntt  s=  a,  orales  de  Descartes  ; 

r, ,  rt  rayons  vecienrs  allant  à  deux  points  fixes  ; 

à  paramétre  variable. 

L'équation  de  la  trajectoire  ortHogontde  esl 


tang" — Ml  tang* — Ml  =  it 


^poor  w  voû"  ci-dessus). 
Si 

l'ovale  devient  une  conique  et  la  trajectoire  une  conique 
con  locale. 

Note.  Nous  venons  de  recevoir  les  Mémoires  de  fior- 
doni,  ainsi  que  les  Manuels  anglais  publiés  par  les  Bév. 
Galbraîtb  et  HaughtOQ'^  on  en  rendra  compte. 
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Tkâité  de  Perspectif e -KELiET ,  par  M.  Poudra^  ia-8 

de  3»4  pAgesi  1860. 

La  perspeclîve-relief  est  uae  application  nouvelle  de 
la  géométrie.  Cette  science  s'adresse  à  tous  les  arts  d'imi- 
tation. L'ouvrage  a  reçu  de  l'Académie  des  Sciences  un 
accueil  favorable*,  l'auteur  a  cru  devoir  en  conséquence 
placer  en  tilre',comme  introduction,  le  Rapport  instructif 
fait  à  cette  Académie  par  deux  de  ses  membres,  MM.  Pon- 
celei  etCbasles. 

Les  sculpteurs  y  trouveront  des  principes  exlrimement 
simples  pour  la  conslrurUon  des  bas-reliefs  -,  tout  est  ra- 
mené à  la  construction  de  trois  perspectives  planes'sur  les 
faces  du  parallélipipède  qui  doit  contenir  le  bas-relief. 

Les  géomètres  y  trouveront  les  formules  qui  servent  à 
payer  des  coordonnées  d'un  point  à  ceux  du  point  bomo- 
logue.   ' 

On  y  expose  ensuite  les  principes  aur  lesquels  repose  le 
tracé  des  décorations  théâtrales;  ces  constructions  sout 
un  résultat  de  l'alliance  de  la  perspective  plaoe  à  la  per- 
spective-relief. Ces  principes  n'avaient  jamais  été  expo^ 
et  ne  pouvaient  l'être  avant  que  cette  dernière  science 
f&t  connue.  On  en  tire  quelques  applications  aux  diora- 
mas  et  panoramas  et  aux  décorations  dans  les  fhes  pu- 
bliques. 

Comme  application  à  l'architecture,  on  y  expose  une 
théorie  des  apparences  donnant  une  appréciation  d(« 
causes  diverses  des  illusions  de  la  vuej  l'auteur  en  déduit 
quelques  principes  sur  la  décoration*  des  monuments  et 
sur  la  position  à  leur  donner  pour  rendre  leur  apparence 
agréables  la  vue; -il  appelle  l'attention  des  archilectessur 
ce  sujet,  qui  peut  faire  éviter  des  erreurs  de  construction 
toujours  fort  dispcndicuscii  ù  icparer. 
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Des  applications  de  la  perspective-relief  à  la  décoralion 
des  parcs  et  jardins  terminent  l'ouvrage  (voir  Nouvelles 
jimtales,  t.  XVI,  p.  107). 


NOTE  SUR  m  OIVRAGE  DE  JBAN  GEYA 

P*K  H.  GENOCCHI. 

Ayant  passé  quelques  semaines  à  Plaisance,  il  y  a  plu- 
sieurs années,  j'aï  trouvé  dans  la  biblioilièque  communale 
de  cette  ville  un  exemplaire  de  l'ouvrage  en  question.  Je 
transcris  le  frontispice:  De  re  numaria  quoad Jieri  potuit 
geomelrice  tractata.  Ad  illuslrissintos  et  excellentûst- 
mo3  Dominos  Prœsidnni  Quœstoresque  hujus  arciducalis 
Cœsari  magistratus  Mantuœ,  Auctore  Joanne  Ceva. 
ManlMs,  apudjilbertitmPazzanum.  Impress.  Arciduc, 
superioribus  annuentibus .  MDCCXI.  C'est  un  volume  de 
64  pages  petit  iu-8°.  Après  la  dédicacé  il  y  a  un  second  titre 
qui  explique  mieux  lebuideTouvrage,  savoir  ijDemoncfij, 
fjuibus  de  causis  valons  immutentur,  qut'dve  curandum, 
ut  publico  indeninitaii  consulalur.  Ainsi  le  sujet  est  tout 
à  fait  du  domaine  de  Técouornie  publique,  et  me  semble 
traité  d'une  manière  remarquable  pour  son  temps.  On  y 
trouve  des  détails  intéressants  sur  le  taux  dus  mouuaïes  à 
Mantoue,  à  Milan,  à  Venise,  sur  les  frais  de  fabrication, 
sur  la  valeurdel'orctdel'ai^ent.  Le  rapport  de  l'argent  à 
l'or  était,  dix  ans  auparavant,  de  1  à  l'i,  et  s  eiait  réduit 
alors  à  celui  de  là  i3 -j.  L'auteur  veut  bien  que  le  souve- 
rain tire  un  profit  de  la  fabrication  des  monnaies,  dum 
iti  hortesti /imites  non  transeat.  Il  propose  qu'on  fcimc 
l'cDlrée  aux  monnaies  de  cuivre  étrangères,  et  <{ue  les 
autres  muunaies  des  pays  l'tiaiigui's  et  surtout  des  pays 
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limitrophes  soient  reçues  seolement  pouc  leur  valear 
intrinsèque,  en  excepuut  toutefois  les  plus  commuDes; 
il  conseille  de  borner  au  oéceasaire  la  fabrication  des 
monnaies  de  cuivre,  et  qu'à  l'exception  de  ces  petites 
monnaies,  sous,  demi-sous,  etc.,  dont  la  valeur  normale 
•en  k  évaluer  toutes  les  autres,  on  s'abstienne  de  donner 
aux  monnaies  un  nom  de  leur  valeur  et  exprimant  une 
somme  fixée  de  livres  ou  de  sous.  Il  débute  par  des  défi-- 
nitions,  pétitions,  jolations;  puis  viennent  des  théorèmes, 
Aes  corollaires,  àea  problèmes  :  il  démontre,  parexemple, 
que  la  valeur  intrinsèque  des  monnaies  est  en  raison  com> 
posée  directe  de  la  populaùon  et  inverse  de  la  quantité 
d'argent  monnayé,  en  prenant  un  terme  moyen  conuneMt 
démontre  en  géométrie  que  l'aire  d'un  rectangle  est  en 
raison  composée  de  la  base  et  de  la  hauteur. 


NOTE  SGR  LE  CENTRE  SPOKTANfi  DE  ROTATION. 


Ce  point,  qui  occupe  nne  si  grande  place  dans  la  géo- 
métrie et  dans  la  mécanique,  a  été  signalé  et  dénommé 


par  Jean  Bernoulli  : 

yoco  spontaneum,  ijuia  a  natura  sponte  quatieligi- 
tur,  pro  divertitale  circumstantianun;  ita  ut  non  sit  in 
poteitate  nostra  illad  ponare  pro  libùu  (  Opéra  omnia, 
t.  IV,  p.  a68). 

On  trouve  ce  passage  dans  le  u"  CLXXVII,  qui  porte 
pour  titre  Proposiiiones  variée  mgckanico-dynamicœ. 

Ces  propositions  sont  au  nombre  de  cinquante-neuf  et 
méritent  encore  de  fixer  l'attention  aujourd'hui,  elles 
renferment  ce  qu'on  a  écrit  de  plus  clair,  de  plus  philoso- 
phique sur  le  mouvemeat  de  rotation  et  sur  la  question 
connexe  des  forcL-s  vives;  en  général,  tout  ce  qu'il  a  écrit 
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eal  utile  k  lire  et  k  méditer.  Ce  n'esi  pas  seulement  un 
géomètre,  c'est  un  savant  et,  qui  pins  est,  un  penseur:  le 
charme  de  telles  lectures  rend  fort  ennuyeuses  grand 
nombre  d'autres  lectures. 


MOYEN  BnftODYlUMIQCS  POUR  TROUVER  L'AIRE  D'DX 

CERCLE; 

D'APRis  MAUROLTCUS. 

On  ooustruit:  i°  nn  cylindre  creuj:,  ayant  pour  base  le 
cercle  et  pour  arête  le  diamètre  de  ce  cerde;  a°  un  cube 
creux,  ayant  pour  cAté  ce  même  diamètre.  On  place  les 
deux  corps  par  leurs  bases,  sur  un  plan  horizontal ,  bien 
nivelé;  ensuite,  a{)rès  avoir  rempli  d'eau  complètement  le 
cylindre,  on  verse  cette  eau  dans  le  cube,  qui  ne  sera 
pas  rempli  complètement.  Multipliant  la  hauteur  qu'at- 
teintreaudans  le  cuhe  par  le  c6té  du  cube,  on  a  l'aire  du 
cercle  servant  de  hase  au  cylindre  (*).  Ou  trouve  ce  pro- 
cédé dans  la  traduction  d'Archimède,  par  Maurolycus, 
éditée  par  Cyllennitu,.Hesperius.  Palerme,  i685. 

On  y  indique  aussi  le  moyen  de  trouver  le  centre  de 
gravité  d'une  surface  plane,  en  la  suspendant  i  un  fil  à 
deux  points  différents,  moyen  qui  est  aujourd'hm  indi- 
qué dans  tous  les  Traita  de  Statique. 

On  lit  ce  qui  précède  dans  l'ouvrage  suivant  : 
Admirandi  Archùnedû  monumenta  omnia  mathema- 
tica  quœ  extant,  quorumgue  catalogum  inverta  pagina 
démontrât.  Ex  traditioiie  doctissùni  viri  D.  Francisci 
Maurofyci,  nobilis  Siculi  abbatis  Sanctce  ManœaPartu, 
Oput  prœclarissùnun,  nuncprius  lypis  a 

C)  On  n'iniércTt  pu  de  dimoDitralion. 
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theseos  vero  stuJiosis  enixe  desideratum,  tandemque  e 
fuîigine  temporum  accurale  excussum.  Ad  ilhtstr.  et  re- 
ligiosiisimum  virum  Fr.  Sùnonem  Rondinelii,  Sac.  ffie- 
rosolymitanœ  Religionis  Equiiem  laudatiss.  S.  Joan- 
nis  Baptistœ  a  SavîgUana,  nec  non  Poudade  a  et  S. 
Phiîippi  lie  Osmo  Commendatorem  digniss.  Uniuse 
Melilensihiis  triremibus  olim  strenuùsimum  ductorem, 
pîurimarumque  navium  Turcicarum  debellatorem  glo- 
riosum,  in  urbe  felïciss.  Panormo  pro  sua  sac.  retig. 
pluribus  annis  vigHantiss .  Legatum,  Receptorum  ac  Pro- 
curatorem  gêneraient,  et  inclytœ  Reaccensorum  j^ca^ 
detniœ  Orbe  in  ipsa  eruditissimum  principem  Panormi. 
jépud  D.  Cyllennium  Hespeiium ,  cum  lie.  sup. 
MDCXXXf.  Sumpt.  Antonint  Giardinœ  bibliopolee 
Panorm.  Fol.  IV.  agS  pages. 

Maurotycus  (François),  ué  à  Messine  en  i494i  d'niw 
famille  originaire  grecque  de  Fanariote,  est  mort  le 
31  juillet  iS^S.  Grand  géomètre,  il  se  mfilaît,  à  ce  qu'il 
parait,  d'astrologie.  Dna  Juan  l'ayant  consulté,  il  lui  pré- 
dit, à  ce  qu'on  prétend,  la  victoire  de  Lépante. 

«  Les  plus  grands  hommes  demeurent  toujours  en- 
fants par  quel(]ue  endroit.  Ceux  mêmes  qui  ont  recon- 
nu l'illusion  de  ces  présages  en  ont  substitué  encore 
d'autres  plus  ridicules  à  ceux  qu'ils  ont  rejetés.  D  semble 
que  l'esprit  humain  ne  puisse  ae  défaire  d'une  folie,  qu'en 
la  remplaçant  })ar  une  nouvelle,  et  que  toute  la  perfection 
se  trouve  à  changer  seulement  d'erreurs,  u  (La  Motte, 
Œuvres,  t.  III,  1714,  p.  26.) 

En  1714  La  Motte  a  écrit  l'hisloirc  de  notre  temps. 
Extravagances  pour  extravagances,  aux  charlatansA^/mo- 
manciens,  nécroscopes,  aux  esprits  frappeurs,  médiums, 
etc,  je  préfère  les  horoscopes,  les  œuvres  hermétiques, 
qui  au  moins  ont  été  utiles  aux  sciences. 
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TRACÉ   DES   CARTES   efiOGRAPBIftlJBS. 

.  piSCOUBS  PBONONCÉ  LB  8  FÉVRIER  18S6     " 

CAKCE'ANIIDELU    DB    L'UNlTEKtlTf    OrtCULE    DEgAinT-pSTEHIMIlG, 

■    pA.'p.  tçhébtchef'c). 


Messieurs, 
Les  screigces  mathématiques,  dès  la  plus  haute  anti- 
quité, ont-attiré  l'attenlioD  d'une  manière  spéciale;  de 
DOS  jours  elles  ont  acquis  encore  plus  d'intérêt  par  leur 
influence  sur  les  arts  et  l'industrie.  Le  rapprochement  de 
la  théorie  avec  la  pratique  d<Hine  de. très-heureux  ré- 
sultats, et  la  pratique  n'y  gagnç  pas  seule;  les  sciences 
elles-mêmes  Se, développent  sous  son  influence:  elle  fait 
déco  UT  rir  des  objets  nouveaux  de  recherches  ou  des  faces 
nouvelles  'dans  les  sujets  connus  depuis  longtemps. 

"Malgré  le  haut  degré  de  -développement  auquel  sont 
parvenues  les  sciences  mathématiques  par  les  travaux 
des  grands  géomètres  des  trois  derniers  siècles,  la  pratique 
dévoile  clairement  leur  imperfection  soifs  beaucoup  de 
rapports;  elle  pose  des  questions  essentiellement  neuves 
pour  la  science,  et  provoque  ainsi  la  recherche  de  mé- 
thodes entièrement  nouvelles.  Si  la  théorie  gagne  beau- 
coup aux  nouvelles  applications  d'une  vieilfe  méthode 
on  à  ses  nouveaux  développements,  elle  doit  encore  ac- 
'  quérir  davantage  par  ta  découverte  de  nouvelles  qiétho- 
des,  et  dans  ce  cas  la  pratique  est  pour  la, science  un 
guide  sur. 

(')  Traduit  dn  rD«M  par  M.  Mention. 

BuIltlinmalhétiuUiiue.t.  TI.  (  JdiIIm  iMo.)  7 
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L'aclivité  pratique  de  l'homoie  offre  uneextrème  diver- 
sité, et  pour  en  satisfaire  toutes  les  «xigences,  le  défaut 
de  métliodes  «ombreuses  et  variées  se  fait  sentir  dans  la 
science.  Une  importance  particulière  s'atiache  aux  mé- 
thodes que  nécessite  la  solution  des  aspects  divers  d'un 
même  problème  général,  savoir:  Comment  disposer  de 
jvssources  données  pour  en  retirer  le  plus  grand  profit 
possible? 

La  solution  des  problèmes  de  ce  genre  constitue  l'ob- 
jet appelé  théorie  des  maximums  et  minimums.  D'un 
caractère  purement  pratique,  ces  problèmes  ont  une  im- 
poitance  particulière  pour  l.ithéol-iej  ils  se  rencontrent 
dans  toutes  les  lois  déterminant  le  mouvement  de  la  ma- 
tière, soît  pondérable,  soit  impondérable.  Il  est  impossible 
de  ne  pas  reconnaître  leur  influence  salutaire  sur  le  déve- 
loppement des  sciences  mathématiques. 

Jusqu'à  l'invention  de  l'analyse  infinitésimale,  on  ne 
possédait  que  des  cas  particuliers  de  la  solution  de  pa- 
reils problèmes  ;  mais  ces  solutions  renfermaient  déjà  le 
germe  de  la  nouvelle  oi  si  importante  branche  des  mathé- 
matiques, connue  sous  le  nom  de  Calcul  differentiel.Vom 
montrer  l'influence  des  questions  de  maximum  et  de  mi- 
nimum sur  cette  découverte,  jc'rapporterai  ici  le  passage 
du  célèbre  ouvrage  de  Nevrton,  Philosophits  naturaîis 
principia  matheinatica,  où  il  parle  de  l'origine  d'une  dé- 
couverte,dont  les  applications  et  les  résultats  sont  aujour- 
d'hui ianombrables  ; 

«Il  y  a  dix  ans  {en  1677), quand  je  correspondais  avec 
te  très-savant  géoniètre  Leibuitz,  je  lui  écrivis  que  j'avais 
une  méthode  pour  la  détermination  des  maxima  el  minima, 
pour  mener  les  tangentes  et  résoudre  d'autres  questions 
analogues,  et  que  cette  méthode  pouvait  être  employée 
avec  la  même  facilité  pour  les  équations  tant  irrationnelles 
que  rationnelles.  Je  cachai  alors  ma  méthode  sous  des 
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.  lettres  transposées,  dont  le  sens  était  le  suivuDt  :  «  Une 
n  équation  renfermant  un  nombre  quelconque  de  quanli- 
»  tés  fluenles,  trouver  la  fluxion  et  réciproquement.  »  A 
quoi  l'illustre  Leibnitz  répondit  que,  de  son  côté,  il  avait 
trouvé  une  mélHode  semblable,  et  il  me  la  communiqua 
dans  sa  lettre  même.  Cette  méibode  se  distinguait  de  la 
mienne  seulement  par  la  dénomination  et  la  notation.  » 
(Remarques  sur  la  7*  -proposition  du  a"  livre,  édition 

Mais  la  découverte  du  calcul  difTérentiet  et  la  solution 
de  problèmes  analogues  à  ceux  qui  y  avaient  conduit,  n'é- 
puisaient pas  complètement  le  sujet;  les  rechercbes  de 
Nevrton  lui-même *le  manifestèrent:  la  quesUon,  qu'il 
résolut,  de  déterminer  la  forme  d'un  corps  qui,  se  mou- 
vant dans  an  âuide,  rencontre  la  moindre  résistance, 
offrit  un  problèmede  maxima  et  minima,  essentiellement 
distinct  de  ceux  pour  lesquels  on  avait  employé  le  calcul 
différentiel.  La  méthode  générale  pour  résoudre  les- pro- 
blèmes de  ce  genre,  important  surtout  en  mécanique  ana- 
lytique, conduisit  encore  à  la  découverte  d'un  nouveau 
calcul ,  connu  sous  le  nom  de  Calcul  des  variations. 

Malgré  un  tel  développement  des  mathématiques,  rela- 
tif à  la  théorie  des  maximtans  et  minimums,  il  est  aisé 
de  remai'querque  la  "pratique  va  plus  loin,  et  exige  la  so- 
lution' de  problèmes  sur  les  maxima  et  minima,  encore 
d'un  nouveau  genre,'  essentiellement  distinct  de  ceux 
qui  ont  recours  aux  calculs  différentiel  et  des  variations. 

Comme  exemple  de  semblables  questions  et  de  leur  ré- 
solution, nous  pouvons  présenter  nos  recherches  sur  le 
parallélogramme defi^att,  imprimées  dans  tes  Mémoires 
des  Savants  éf  rangera  de  no  tré"  A  cadt;  mie  pouri854.  Par 
les  résultats  auxquels  nous  s»mmes  parvenu,  en  exami- 
nant la  méthode  nécessaire  pour  déterminer  la  meilleure 
construction  des  mécanismes  de  cette  espèce,  on  voit  que 
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dans  ce  cas  les  questions  pratiques  coadaisent  k  beau- 
coup de  réèuluts  théoriques  intëressants  pour  la  science} 
que,  des  méthodes  provoquées  d'abord  par  la  pratique, 
découle  le  moyen  de  résoudre  de  nouvelles  questions 
théoriques,  intéressantes  même  indépendamment  de  leur 
signiGcation  pratique  (*).         ^  ' 

Le  tracé  des  cartes  géographiques  oflre  iin  autre  exem- 
ple, parti culièremcnt  remarquable,  de  questions  dé  ce 
genre.  Dans  l'élat  actuel  de  la  théorie  des  cartes  géogra- 
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Il  iTec  If  <tue1  un  te  moindre  degré  d«  u  Tariabi- 
1iU?>Bt  emuitac  ■  Parquclles  lalenndc  A,H,  C,...,'H  >ltalui-«lle  oetta 
limite?!  La  solution  decc  problèmofourollbéinçoup  d'intArsHaiiUl^cal- 
liiU  d'algèbre  supérieure.  Par  exemple  :  ■  .       -       ., 
i«.  SI  l'on  a  réquBlion                   "              y 

/■(*)  =  ,■  H- Bi—'iC«r-V....-+-U  =  o,  _       - 

■loTS  entre  le*  limite*  A  atit±4  \j' ->  it  '*^  tmiire  au  moiiw  ani 

racind  d'usé  des  éqaation*  '    .'  ' 

-     '  /W=o.    /■(.)=<..       .       ■   " 

Le  «igde  du  radical  aè  diétermine  par  celui  de  la  Oaclion   j^jy-r-  (^^  «t 
d'une  application  importante  dataa'  la  séparalioD  dei  radDW  p«r  la  mé- 
thode, de  ?o'nrier. 
3".  Dans  l'éqiialiaD        ..         ■  "  . 

a,"^'  +  Bj*^'-t-Ci'^'-l-...-»-H*±K  =  o, 

il  j  a  toujours  une  racine  entre -- 3     */-  ei*3      l/-,  d'cA  rénll* 
celle  propMélédei  équatims: 


sa  liniLea,  au  noius  une  racine. 
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phîqaes ,  on  peut  enseigner  en  nombre  infini  diverses  mé- 
thodes pour  leur  iracé,'de  manière  que  les  éléments  très-- 
petits  de  la  terre  consei'vent  dans  la  représenta  don  leur 
véritable  forme.  Mois  puisque,  en  outre,  par  la  propriélé 
de  la  terre  d'être  sphéroïdale,  l'échelle  de  représentation 
de  ses  divers  éléments  varie. nécesitairemenl,  les  élèmenis 
égaux,  pris  à  des  endroits  différents,  seront  représentés 
sur  la  carte  avec  des  dimensions  différentes.  Plus  les 
changements  d'écbelle  seront  sensibles,  plus  inexacte 
ser?  la  carte  géographique.  Etpuîsqiiela  grandeur  de  ces 
variations  d'échelle ,  sur  l'espace  d'une  même. portion  de  ' 
surface,  est  plus  ou  moins  forte,  selon  la  méthode  de  pro- 
jection, la  question  suivante  se  présente  naturellement  : 

Pour  quelle  projectiotf  ces  changements  d'échelle  se- 
roni-ils  le  plus' petits  possible  ?         '. 

Dans  une  Note  que  j'ai  lue  àl' Académie  des  Sciences» 
dans  sa  béance  du  18  janvier,  j'ai  montré  que  ce  pro- 
.  blême,  traduit  en  analyse,  se  ramène  à  un  problème  spé- 
cial de  maximum  zl-minimutriy  essentiellement  distinct 
■  dé  ceux  qu'on  résout  dans  les  calculs  différenijel  et  des 
variations.  Ce  problème  ressemble  à  ceux  qui  ont  fait 
l'objet  du  Mémoire  précité  sur  le  parallélogramme  de 
fVatt }  mais  il  se  rapporte  à  une  classe  plus  élevée:  U 
ott  cherchait. quelques  coustantes, -ici  on  demande  de 
trouv^  deux  fonctions  inconnues ,  ce  qui  correspond  k  la 
détermination  d^une  quantité  infiâie  de  constantes.  Cela 
établit  entre  ces  problèmes  une  différence  analc^ae  à 
celle  qui  existe  dans  les  problèmes  du  calcul  différentiel 
et  du  calcul  des  variations.  Sous  le  rapport  théorique,  cet 
objet  est  d'autant  plus  intéressant  qu'il  se  ramène  à  la 
recherche  d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  parti- 
culièrement remarquable,  exprimant,  entre  autre  choses, 
l'équilibre  de  chaleur  dans  les  plaques  infiniment  minces. 
Aiusi,  le  problème  sur  les  projections  de  cartes  les  plus 
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BTaDtagenses  est  liée  à  cette  propriété  remarquable  de  la 
chaleur-.  Danx  l'équilibre  de  chaleur  d'une  plaque  circu- 
laire infiniment  mince,  la  tempéra lure  du  centre  est  la 
moyenne  de  la  température  de  tous  les  points  de  la  cir- 
conférence; de  même  pour  la  sphère,  la  température  do 
centre  est  la  moyenne  des  températures  à  la  surface. 

La  solution  définitive  de  la  projection  la  plus  avanta- 
geuse pour  les  cartes  est  très-simple  :  la  projection  lapins 
avantageuse,  pour  représenter  une  partie  quelconque  de 
la  surface  terreatre,  est  celle  dans  laquelle  aux  limites  de 
la  représentation  l'échelle  conserve  une  même  grandeur 
facile  à  déterminer,  d'après  la  grandeur  normale  de  l'é- 
chelle adoptée.  Eu  ce  qui  louche  la  détermination  de  la 
projection  jouissant  de  cette  propriété,  elle  se  réduit  au 
problème  ordinaire.'dans  lequel  il  s'agit  d'intégrer  une 
équation  aux  dérivées  partielles,  où  la  valeur  de  l'inté- 
grale aux  limites  est  donnée,  limites  entre  lesquelles  elle 
doit  rester  finie  et  continue. 

Ainsi,  pour  la  représentation  de  chaque  contrée  sur  la 
carte,  il  n'y  a  qu'une  projection  la  plus  avantageuse.  Elle 
se  détermine  par  la  position  de  la  contrée  par  rapport  à 
l'équateur  et  la  forme  de  ses  limites:  en  outre,  les  paral- 
lèles et  les  méridiens  représentent  diverses  lignes  cour- 
bes, mais  généralement  approchantes  du  cercle  et  de  la 
droite,  si  l'on  projette  une  petite  portion  du  globe  ter- 
reatre. Ces  lignes  se  construiront  par  points  sans  aucune 
difficulté. 

Les  cas  où  les  parallèles  et  les  méridiens  se  transforment 
complètement  en  cercles  ou  lignes  droites,  sont  surtout 
remarquables;  cela  facilite  uoiablemenl  le  tracé  des  cartes 
de  dimeusious  minimes.  Lagrange,  dans  ses  Mémoires 
Sur  la  construction  des  cartes  géo'graphiçues  (nouveaux 
Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  1779)  a  déterminé 
toutes  les  projections  où  cela  a  Heu.  En  se  fondant  sur  la 
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propriété  générale  de  la  projection  la  plus  avantageuse, 
il  n'est  pas  difficile  de  montrer  pour  quels  pays  il  con- 
viendrait de  s'en  servir  :  les  limites  de  ces  pays  se  déter- 
mineront par  les  points  pour  lesquels  l'ëcheile ,  dans  ce 
genre  de  projection,  conserve  la  même  grandeur.  Les  li- 
mites déterminées  de  cette -manière  représentent  généra- 
lement des  courbes  assez  compliquées.  Mais,  à  mesure  que 
l'espace  décrit  diminue,  elles  se  simplifient  el  convergent 
rapidement  vers  des  ellipses,  tellement  qu'elles  ne  diffèrent 
guèredeceslignes,  pourla  représentation  de  contrées  assez 
étendues,  comme  par  exemple  la  Russie  d'Europe.  Ces 
ellipses  ont  des  positions  connues,  déterminées;  leur 
centre  se  trouve  au  centre  de  projection  j  l'un  des  axes 
est  dans  la  direction  du  méridien.  Le  rapport  des  axes  de 
ces  ellipses  se  détermine  au  moyen  de  la  position  du 
centre,  relative  à  l'équateur,  e(  d'une  certaine  quantité 
que  Lagrange  appelle  exposant  de  projection. 

Réciproquement,  pour  la  représentation  de  chaque 
partie  du  globe ,  assez  petite  et  bornée  par  une  ellipse 
semblable,  on  peut  trouver  la  méthode  de  projection,  sui- 
vant laquelle  les  parallèles  et  les  méridiens  seront  des 
lignescirctilaîresou  droites,  et  quidonnera  une  représenta- 
tion approchant  de  la  réalité.  Mais  pour  cela,  d'après  ce 
qui  a  été  dit  plus  haut,  le  centre  de  projection  et  son  ex- 
posant doivent  être  choisis  d'une  manière  convenable, 
d'accord  avec  la  position  du  pays  et  la  forme  des  frontiè- 
res (*).  De  la  des  méthodes  particulières  de  projecticm, 

(*}  L'exposiint  de  pnycction  Mt  djtermiDe  par  la  formule 


^^ 


oâ  I  etl  la  latitude  du  centre  ,  n  le  rapport  de  l'aie  dirigâ  buItidi  le  m6- 
lidien  ï  l'autre  S^e.  (  Vv  ma  Note  &iir  la  cemitriielion  det  evui  géogra- 
phifuu,  lue  k  l'AcadÉmie  le  i8  jinticr  de  la  pr^nte  année.  ) 
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OÙ  l'on  conserve  U  similitude  des  éléments  infiniment 
petiu,  telles  que:  stëreognphiqne ,  polaire  et  horizon- 
tale, projection,  de  G'auss  etdeMercator,'qui  se  concluent 
toutes  de  la  méthode  générale  par  une  hypothèse  partî- 
.  culière  sur  le  centre  de  projection  ou  l'exposant.  Elles 
ne  peuvent  donner  une  représenlatioo  approchant  de 
l'exactitude  que  dans  des  cas  particuliers  connus. 

Ainsi,  si  l'ellipse  ci-dessus  m'enlionnée  se.  transfonne 
en  cercle,  Texposani  devient  égal  à  l'unité,  et.  la  projec- 
tion la  plus  avantageuse  se  réduit  en  général  à  la  projec- 
tion ,stéréographique.Aonzo7ila/e,  qi^î  se  transforme  en 
polaire,  quand  le  centre  du  cercle  coïncide  avec  le  pôle 
de  la  terre.  A  mesure  que  l'axe  de  l'ellipse,  dirigé  selon 
le  méridien,  diminue,  la  projection  la  plus  avantageuse 
s'approche  de  celle  de  Gauss.  Le  centre  s'approchant  de 
l'équateur,  cette  projection  devient  celle  de  Mercator. . 

Il  est  clair,  d'après  cela,  que,  ayant  en  vue  d'obtenir 
la  meilleure  représentation  cartographique  de  pays  diffé- 
rents, on  ne  peut  se  borner  à  un-  sçbl  ou' plusieurs  des 
procédés  particuliers,  mais  qu'il  est  nécessaire  d'em- 
ployer la  méthode  générale,  en  choisissant  chaque  fois 
convenablement  et  lé  centre  de  projection  etla  grandeur 
de  l'exposant. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut ,  cela  s'eflectue  aisé- 
ment, par  la  projection,  d'une  partie  du  globe  dont  les 
limites  représentent  une  ellipse ,  avec  un  axe  dirigé  selon 
le  méridien. 

Mais  la  pratique  n'offre  jamais  de  cas  aussi  simples; 
les  frontières  des  divers  pays  ont  toujours  la  formé  de 
courbes  extrêmement  irrégulière?.  Malgré  cela,  pour  la 
meilleure  représentation  d'une  contrée  pas  trop  étendue, 
on  peut  déterminer  la  position  du  centré  de  projection 
et  la  grandeur  de  l'exposant,  en  comparant  la  forme  des 
frontières  k  l'ellipse  ou  aux  autfes  secUons  coniques. 
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Pour  cela  il  saffit  d'avoir  une  representalioii  approchée 
du  pays,  pour  la  projeclîon  duquel  on  cherche  le  centre 
et  l'exposant  les  plus  avantageux,  et  à  cet  effet  on  peut 
employer  que  carte  tracée  par  quelque  méthode  qucce  soit. 
Â  proprement  parler,  ici  trois  hypolhèses  sont  à  faire, 
qui  donneot  le  principe  de  trois  solutions  distinctes; 
mais,  eu  les  comparant  entre  elles,  il  ne  sera  pas  difficile 
de  Trouver  la  plus  avantageuse,  i"  On  peut  regarder  la 
contrée  à  projeter  comme  une  portion  d'espace  bornée 
par  une  ellipse,  avec  un  axe  dirigé  selon  le  méridien  ;  pour 
les  pays  où  la  plus  grande  éieudue  en  méridiens  et  paral- 
lèles se  trouve  presque  opposée  au  centre ,  cela  correspond 
toujours  à  la  solution  la  plus  avantageuse  :  ce  cas  se  ren- 
contre le  plus  dans  la  pratique,  a"  On  peut  regarder  la 
contrée  à  projeter  comme  une  porliou  d'espace  comprise 
eutre  deux  ellipses ,  deux  hyperholes  ou  deux  paraboles 
semblableinent  disposées  :  cela  peut  donner  la  solution  la 
plus  avantageuse,  seulement  pour  les  pays  recourbés  en 
forme  de  faucille  ou  offrant  une  bande  étroite  inclinée 
sur  les  méridiens  et  les  parallèles.  3"  EnGn  elle  peut  être 
comparée  à  un  espace  compris  entre  les  branches  de  deux 
hyperboles  opposées  :  cela  correspond  aux  contrées  dont 
les  frontières  sont  sensiblement  courbées  en  face  du 
centre  (*). 

(*)  Pour  un  eipace  qui,  diiu  la  pnij«ctioii  ■l^rëocraphiqae  lioruonlale 
■>M  la  rayon  ±  i,  est  bonté  par  l'ellipse 


la  limile  des  changcnienls  d'échelle  (la  dirréranee  «nlre  la  pliis  grande  et 
la  plin  petite,  dÎTiBëe  par  l'éeholle  niDyenaa)  s'eiprime  ainsi:  — — '—; 
poar  Tespace  entre  les  deni  ellipiea 
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En  nous  arrèiant  à  la  première  hypothèse ,  qaî  com- 
preod  la  plus  grande  partie  des  cas  qu'on  rencontre  dani. 
la  pradqne,  nous  remarqueroDS  que  ,  parmi  la  quantité 
d'ellipses  qui  peuvent  être  décrites  autour  de  la  contrée  il 
projeter,  la  projection  la  plus  avantageuse  se  déterminera 
par  la  plus  petite,  si  pour  la  comparaison  des  diverses 
ellipses  entre  elles  nous  adoptons  la  longueiu-  de  leur 
diamètre  moyeu,  également  incliné  sur  les  axes. 

D'après  la  forme  des  frontières,  il  n'est  pas  di£Sdle  de 
reconnaître  les  points  sur  lesquels  cette  ellipse  s'appuiera, 
et  par  eux  de  trouver  les  axes  et  le  centre.  Le  centre  de 
cette  ellipse  sera  le  lieu  le  plus  avantageux  du  centre  de 
projection;  la  position  de  ce  centre  et  le  rapport  des  axes 
de  l'ellipse  se  détermineront  au  moyen  de  l'exposant  le 
plus  avantageux.  Tout  ceci  se  rapporte  principalement  à 
la  représentation  des  contrées  très-petitesj  mais  pour  les 
contrées  étendues,  d'après  la  méthode  générale  d'approxi- 

eelM  limite  i^\*  -^ — ; — ^ ;  Milre  let  doux  hTperbol«a 


«  \m  deux  parabole) 


dl«  Ml  «sileka(K  —  «');aDSn4liDir«ip«M«ntralei  branche*  dadMi 
hiperbole*  oppotéu 

la  linil«  du  duneemenl  d'éclMll*  ^ala  '^^  "^j']**.  Gela  réanlw  d«* 
dernières  équatJai»  de  la  noie  plut  haut  mentionnée  et  eit  exact  jutqa'k 
'■"•'^P'**'  °^  "eatU  diatUDce  angnlaîredea  poinladu  paya  projeté  au 
point  adopté  pour  centre  de  projection  Bléréographique. 


b,  Google 


(59) 
□Mtioa  «nccessive,  il  est  aisé  <le  trouver  les  corrections - 
et  poar  la  posi  tion  da  centre  et  pour  la  grandeur  de  l'ex- 
poaaot.  Âiiuï  s'obtiendra  la  méthode  la  plus  avantageuse 
de  tracé  géi^rapliiqae  d'un  pays  donné,  dans  lequel  les 
parallèles  et  les  méridiens  restent  des  cercles. 

On  voit  donc  que  le  tracé'  des  caries  géographiques 
appartient  au  nombre  de  ces  questions  pratiques,  qui  se 
résolvent  diversement  pour  les  diverses  contrées;  queia 
méthode  de  tracé,  avantageuse  poorla  France,  l'Alle- 
magne ou  l'Angleterre,  peut  être  désavantageuse  pour  la 
Russie.  Ed  outre,  par  son  étendue,  la  Russie  offre  des 
difficultés  particulières  dans  la  représentation  cartogra- 
phique; c'est  pourquoi  le  choix  de  projection  le  plus 
en  rappon  avec  son  espace,  la  forme  de  ses  frontières  et 
sa  position  relativement  k  l'équateur,  a  une  importance 
spéciale.  Sans  parler  des  cartes  embrassant  tontes  les  par- 
ties de  la  Russie,  les  cartes  de  ses  diverses  parties  présen- 
tent des  variations  d'échelle  très-sensibles.  Ainsi,  en  pro- 
jetant tout  ce  qui  lui  appartient  du  cAté  des  monts  Ourals 
par  la  mélbodedeGausSjOnadmetdes  variations  d'échelle 
de  plus  de  ^;  ce  qui,  pour  la  mesure  des  surfaces,  donne 
une  différence  de  un  mille  carré  sur  dix,  erreur  très-sen» 
sible.  Les  erreurs  deviennent  moindres  par  la  projection 
stéréographique  horizontale,  avec  un  centre  convenable* 
ment  choisi;  mais  la  différence  d'échelle  atteint-T;,  ce  qui 
fournit  pour  l'évaluation  des  surfaces  une  erreur  de  un 
mille  carré  sur  dix~sept.  Ces  erreurs  ne  sont  pas  assez 
petites  ponr  être  négligées;  le  moyeu  de  les  diminuer 
consiste  i  déterminer  la  projection  correspondant  le 
mieux  i  la  forme  et  à  la  position  du  pays  projeté. 

En  examinant  sur  la  carie  cette  partie  de  la  Rns5Ïe,iioua 
remarquons  que  dans  le  contonr  général  de  ses  limites,  elle 
est  loin  d'être  une  ellipse  dont  l'axe  se  dirigerait  selonle  mé- 
ridien ;  et,  dans  ce  cas,  comme  nous  l'avons  vu,  on  ne  peut 
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parvenir  k  la  mrill  eure  représeDtalion ,  en  couseiTant  pour 
méridiena  ou  parallèles  des  cercles  ou  dea  lignes  droites. 

Simplifier  ainii  la  constrnciion  de  sa  carte,  ce  serait 
diminuer  seDsiblement  le  degré  d'exactitude  de  la  repré- 
lentatiou.  Pour  atteindre  la  représentation  la  plus  exacte, 
il  est  nécessaire  de  déiermîuer,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut,  la  mëlliode  de  projection,  en  intégrant  une 
certaine  équation.  Puisque  l'intégration  doit  ètreeflectuée 
■ous  des  conditions  dépendant  de  la  forme  des  limites  et 
que  ces  limites  présentent  toujours  des  courbes  compli- 
quées, il  s'entend  que  l'intégration  exacte  est  impossible. 
Mais  la  pratique  ne  t'exige  pas.  Il  lui  suffit  de  se  borner  à 
des  variations  d'échelle  de  dix-millièmes,  et  dans  ce  cas 
tout  repose  sur  la  détermination  de  certains  coefficients 
qui,  avec  une  précision  suffisante  ponr  la  pratique,  peu- 
vent être  calculés  d'après  la  foroie  des  limites ,  si  recour- 
bées qu'elles  soient.  Quant  aux  parallèles  et  aux  méri- 
diens, ils  se  construiront  par  points  sans  difficollé. 

Passant  à  la  méthode  la  plus  simple  de  tracé  des  car- 
tes, on  les  parallèles  et  les  méridiens  représentent  des 
cercles  ou  des  lignes  droites,  nous  remarquons  que  les 
possessions  de  la  Russie,  du  côté  des  monts  Ourals,  du 
Caucase  et  de  la  Géorgie,  s'étendent  plus  du  nord  au 
sud  que  de  l'est  è  l'ouest;  des  lors  on  ne  peut  comparer 
cet  espace  à  un  cercle,  encore  moins  à  une  ellipse  dont 
l'axe  dirigé  du  nord  au  sud  serait  très-petît,  en  comparai- 
son de  l'axe  dirigé  de  l'est  à  l'ouest.  Par  conséquent, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  ni  la  projection  de 
Gauss,  ni  la  projection  stéréograpkique  ne  correspondent 
i  la  forme  du  pays.  Appliquant  au  cas  actuel  la  mélbode 
de  détermination  du  centre  et  de  l'exposant  que  nom 
avons  montrée,  nous  remarquons  que  le  centre  de  l'el- 
lîpsc  minimum  qui ,  ayant  un  axe  dirigé  suivant  le  méri- 
dien, embrassant  toutes  les  possessions  ouralicnnes  de  la 
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Russie,  y  compris  le  Caucase  et  la  Géorgie,  se  trouve 
entre  Jaroâlaf  et  Ouglilch,  à  57°  de  longitude  et 
5y°,Z&  de  latitude;  le  rapport  de  ses  axes  est  égal  à  77. 
Parlant  de  celte  ellipse,  nous  trouvons  qu'à  la  projection 
la  plus  avantageuse  (.orrespond  l'exposant  1,0788  (*). 
Cette  grandeur  ne  diffère  de  i ,  exposant  de  la  projection 
siéréographique,  que  d'une  quantité  inféneure  à  un 
dixième.  Mais  une  telle  différence  a  une  notable  in- 
fluence sur  le  degré  d'exactitude  de  la  représentation. 
Nous  avons  vu  que  la  projection  siéréographique,  pour 
la  position  la  plus  avantageuse  dc-son  ceutre,  sur  l'espace 
de  la  portion  de  Russie  examinée  par  nous,  offre  une  va- 
riation d'éclielle  allant  jusqu  à  -7; -En  adoptant  la  quantité 
trouvée  1,0788  pour  l'exposant  de  projection  et  plaçant 
son  ccQlre  entre  Jaroslaf  et  Ougliicli  (à  57°  de  lon- 
gitude, et  57''4^'3o''  de  la  latitude),  nous  avons  obtenu 
une  carte  de  cette  partie  delà  Russie,  où  les  changements 
d'échelle  ne  dépassent  pas  '^  ,  et  c'est  le  plus  haut  degré 
de  précision  qu'où  puisse  atteindre ,  en  conservant 
pour  parallèles  et  méridiens  des  cercles  et  des  lignes 
droites. 

C'est  ainsi,  Messieurs,  que  la  majeure  partie  des  ques- 
tions pratiques  se  ramène  à  des  problèmes  de  maximums 
et  minimums,  entièrement  nouveaux  pour  la  science;  et 
ce  n'est  que  par  la  solution  de  ces  problèmes  que  nous 
pouvons  satisfaire  aux  exigences  de  la  pratique  qui  cher- 
che partout  ee  qu'il  y  a  de  meilleur,  ce  qu'il  j  a  de  plus 
avantageux. 


(")  P«r  la  formule  Je  la  remarque  failo  page  55,  poor  /  =  37»36', 
B—  i,-j,  reipDUDt  e>l  t,olyjS.  Caleulanl  les  torreelions,  doui  troaiont 
qu'où  clail  nugmonlercekln  quantité  de  0,01  lî,  etqae  laluUtndeducenlre 
do  iirojcclion  c»l  égale  *  57"  3C'  -HC  3o'  =  ô;«  4^  *"'•  S»  lonjjîtude  rcsW 

écaleiSj". 
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BURfil  (MBST) 

ET  SBNS  S6PÉBiEK  DO  MOT  LOGARITHME  {*);■ 

D'AfKis   M.    WiLBit»    MATZKA, 
Prof«Msnf  k  l'gniTeniié  de  Pr>(^e. 


En  1630  Bui^  publia  l'ouvrage  suivant  : 

jirithmelùche  und  geometn'sche  Progi'ess-Tabu/eii, 
samht  grûndlichen  Utitem'cht,  xviesolche  niitzlich  in  al- 
lerlej-rechnungen  zti  gebrauchenundverslandenverden 
sol,  Gedrucht  in  derallcn  stadt  Prag,  bei  Paid  Sessen, 
der  îohhchen  Universitet  biichd rucher,   Im  jahre  16^0. 

«  Tables  progressives  arithmétiques  et  géomélriques, 
avec  une  iustruction  solide  poui*  les  comprendre  et  s'en 
servir  utilement  dans  toutes  sortes  de  calculs.  Imprimé 
dans  l'antique  ville  de  Prague,  par  Paul  Sesseu,  impri- 
meur de  la  louable  Université.  Dans  l'année  i6ao.  » 

Format  petit  in-4  de  y  feuilles  et  demie. 

\J Instruction  solide  a  été  omise,  il  n'y  a  que  les 
Tables  ;  de  sorte  que  le  but  véritable  de  ces  Tables  n'était 
pas  bien  connu.  Cela  a  contribué  à  faire  croire  que  Btu^ 
a  inventé  les  logarithmes  longtemps  avant  Neper;  à 
quoi  il  faut  ajouter  l'assertion  de  son  beau-frère  Bramer 
que  nous  avons  citée  [Bulletin,  t.  IV,  p.  Sj),  el  surtout 
ce  que  dit  Kepler  avec  tant  d'assurance  daus  ses  Tabula 
SudolphintB}  fol,  Ulmœ,  1617  : 

Hocinquam  siexpctis:  ecce  tibi  apices  logislici  Juste 
Byrgio  multis  annis  ante  editionem  neperianam,  viam 
prœiverunt  ad  hos  ipsissimos  logarithmos.  Eisi  bomo 

{•)  JpHfiM/ ifa  Cruwn.  l.  XV.  p.  lai;  iSSo  M  l.  XXXIV,  p.  %;  "•*• 
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cuitcUtor  el  secretonim  suorum  cuatos,  fœtum  in  parla 
destiluit,  non  ad  usus  pitbUcos  educavit. 

D'après  cela,  des  doutes  sur  la  priorité  de  l'invention 
étaient  légitimes,  et  M.  Matzka,  dans  son  Mémoire  de 
i85o,  se  prononce  même  en  faveur  de  Btirgi  ;  maïs  depuis 
la  question  a  changé  de  face.  M.  le  D^  Gieswald,  profes- 
seur en  premier  du  gymnase  de  Dantzig,  a  eu  le  bonheur 
de  découvrir  dans  la  Bibliothèijuc  de  celle  ville  le  manus- 
crit de  V Instruction  solide  ci-dossus  mentionnée,  et  l'a 
publié  in  extenso  (p.  36-36)  dans  sa  dissertation  Pro- 
gramme scolaire  {*)  de  iS56  : 

Justus  Byrgah  mathematiker  unddessen  Einleitung 
in  seine  logarithmen. 

«  J.  Byi^  comme  mathématicien  et  sur  son  Introduc- 
tion à  ses  logarithmes.  » 

Dans  la  préface  à  celte  Instruction.,  on  Ht  : 
Betrachtent  derowegen  die  eigenschajt  itnd  corres- 
pondenz  der  a  progressen  atz  der  arithmetischen  und 
der  geometrischen  ,■  dos  was  in  der  ist  multipliciren,  ist 
in  jener  nur  addiern,  und  \vas  in  der  ist  dividiem  in 
jener  subirahiren  ;  undivas  in  der  ist  radicem  quadro' 
tant  extrahiren,  in  jener  nur  ist  halbiren  ;  radicem  cnbi- 
cam  extrahiren,  nwin-i  difidirn^  radicem  zensi  in  4  di- 
uiern.  sursolidam  in  5  und  alsofort  in  andem  quanti- 
taten. 

a  Considérant  à  cet  efiet  la  propriété  et  ta  correspon- 
dance de  deux  progressions,  telles  que  l'arithmétique  et  la 
géométrique,  ce  qui  dans  celle-ci  est  multiplier  est  dans 
celle-là  seulement  additionner;  ce  qui  dans  celle-ci  est 

(')  H  est  d'auge  en  Allenitifne  que  le>  directeurs  ou  lupérieuTS  des  col- 
lège* publient  ■  la  fin  de  l'année  scolaire,  non  pas  dea  diuoun  qui  le 
plus  souvent  impatteotent  l«*  tltiei  et  annulent  les  tprelauari,  qu'on 
croit  aMdiiemri,  ni«i*  dce  dtaeertation*  seiealiflqaet,  cariensea  et  inalnio- 
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diviser  est  daos  celle-là  soustraire }  ce  qui  dans  celle-ci  est 
radicem  quaiîralam  extrahertf,  est  dans  celle-là  fiimi- 
dier;  radicem  cubicam  extrahere,  seulement  diviser  par 
3;  radicem  senJipar4j  sursoUdam  par  5,  et  ainsi  de  salle 
pour  tes  autres  quantités,  m 

Mais  tout  ce  paragrapLe  de  Burgi  n'est  que  la  tradac- 
tton  presque  littérale  d'un  passage  de  l'arithmétique  de 
Michael  SiifTel  (voir  Bulletin,  t.  I,  p.  71],  dans  son 
jirithmeiica  intégra  (i347,  p.  Md)-  StilTel  place  l'une 
au-dessous  de  l'autre  les  deux  progressions  : 

—3,      —a,     — I,  o,    I,  2,  î,     4,..., 

i,        i,  •      i,     „  ,,  4,  8,   ,6,... 

Et  dit  là-dessus  : 

Qualiaque  facit  progressio  geometrica  multiplicande 
etdividendo,  talia  facit  progressio  anihmetica  addcndo 
et  sublrahcndo. 

EtLib.  ),  p.  35,  il  ajoute  : 

j^ddilio  iit  aritkmeticis  progressionibus  respondel 
nmhlpUcatiom  in  geometricis .  —  Substractio  in  arith- 
meticis  i-espondet  in  geomulricis  divistoni.  —  Divisio  in 
aritbmelicis  progressionibus  reipondet  exlracltonibiu 
radicum  in  progressionibus  geometricis,  ut  dimidiatio  in 
aritbmelicis  respondet  extractioni  quadratœ  in  geome- 
tricis, -r-  Triplatio  in  arilhmelicis  lespondet  muUiplica- 
tioni  cubicce  in  geometricis.  —  Qiiinlttplatio  in  arithme- 
ficis  respondet  muhiplicationi  surdesolidœ  in  geomc 
tricis.  El  sic  de  aliis  in  infinilum. 

But^i  dit  presque  mot  à  mot  la  même  chose  et  même 
la  phrase  finale. 

L'Instruction  solide  débute  ainsi  : 

Zu  diesen  Tabulen  Jîndet  nian  Zweierley  Zahlen  : 
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cine  mitl  rolhen  Caractem,  ivelche  wie  einem  iedcn 
leichtUch  zii  sehen,  nic/tls anders  /iann  ein  arithmescher 
progress;  die  andre  aher  mit  schwarzen  nichu  anders 
dann  ein  geometrischer  progress  îst  :  und  auf  das  wir 
l'n  diesemdestokurzeràttrchgehen,  wollwirdorihinden 
aritkmeiischen  progress  die  rothe  et  den  geometrisehen 
progress  die  schwarze  zahl  nennen,  damitaucheinieder 
die  fundamenta  dieser  labulen  grundlicher  fasse  und 
diesvlhige  besser  gehrauchen,  so  woîlen  wir  in  folgender 
hegriff.  dieser  a  progresser!  Jur  aagen  stelîen  und 
dicsclben  mit  elhcfien  exemplen  erklaren. 

3.3.   4.   5.    .(roth) 


AriiAmeiii . 


1.2.4.8.16.32. .  .[sfhu/artz) 


K  Dans  ces  Tables,  on  trouve  deux  sortes  de  nombres  : 
les  uns  en  caractères  rouges,  qui,  comme  chacun  le  voit 
facilement,  ne  sont  autres  qu'une  progression  arithmé- 
tique; mais  les  autres  noirs  ne  sont  autres  qu'une  pro- 
gression géométrique  :  mais  afin  d'abréger  le  trajet,  nous 
appellerons  nombre  rouge  la  progression  arithmétique 
et  nombre  noir  la  progression  géométrique,  et  afin  que 
-chacun  saisisse  à  fond  les  fondements  de  ces  Tables  et 
puisse  mieux  s'en  servir,  nous  voulons  mettre  sous  les 
yeux  ta  propriété  de  ces  prt^ressions  et  les  expliquer  par 
quelques  exemples  : 

a. 3.  4-  5...1ro..6e) 


1.2.4.8. 16.32. ..(noirj 


Ainsi  Burgi  se  sert  des  deux  mêmes  progressions  que 
StifTel,  et  quoiqu'il  ne  le  nomme  nulle  part,  il  dit  partout 
que  d'autroB  arithméticiens,  et  entre  autres  un  nommé 
Simon-Jacob  Zons,  ont  traité  des  propriétés  de  ces  deux 
séries.  De  là  il  résulte  avec  évidence  qu'il  n'a  pas  voulit 
passer  pour  l'inventeur  de  la  relation,  entre  les  nombres 

Bulletin  malhémaii^Mt,  t.  V).  (Septembre  18C0.)  <)     . 
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rouges  et  noirs,  dé  ce  qu'on  nomme  aujoard'huî  Ic^a- 
riLhme  et^ogarithmand  {*), 

Dana  la  préface  cilée  ci-dessus,  il  dit  mftme  expresse- 
ment: 

So  habe  ich  nichu  nutslicheres  erachlet,  aUz  dièse 
Tahulen  also  tu  continuem,  dass  aile  zahlen  so  vor- 
fallen  in  derselben  mogen  gefunden  werdéh,  auch 
welcker  condnùation  àiese  Tahulèn  envacltsen. 

«  Ainsi  je  n'ai  pense  ïien  de  plus  utile  que  de  coa- 
tinuer  ces  Tables,  de  manière  qu'on  puisse  j  trouver  tons 
les  nombres  qui  se  présentent  ;  cette  continuation  a  donné  , 
naissance  à  ces  Tables,  b 

Ainsi  Burgi  se  donne  seulement  comme  continuateur 
de  Tables  qui  ont  existé  avant  les  siennes. 

Burgi  met  dans  le  rang  des  nombres  rouges  toutes  les 
dizaines  *  . 

O.  I0.2O.30...IO0.IIO.  iso'^ 

(terme  général  ion). 

Au-dessous  de  zéro,  il  met  le  nombre  noir  loooooooo 
(huit  zéros). 

Au-dessous  de  lo,  il  met  le  nombre  noir  loootoooo. 

Ainsi  en  style  moderne,  le  terme  général  de  sa  progrès-', 
sion  géométrique  est  lo* .  (looi)'. 

■&  l'on  prend  pour  unité  un  dixième,  la  progression 
rouge  se  change  eu 

o.i.a.3. .. to.ii.i3, 

et  en  divisant  chaque  nombre  noir  par  lo*,  la  progres- 
sion noire  devient  - 

■  .i,oo>}  1 ,0002001  •.■(i,ooi]". 


(*)  Les  Allemand*  e(U|4oiMll  M  mot  peur  «Miiener  le  nombre  «r 
pondKDl  1  un  logarilhma. 
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StifTel  avait  adopta  a"  pour  la  progression  géométriqDe, 
à  quoi  Burgi  substitue  (1,001)".  . 

Dans  nos  Tables,  les  aombr«s  se  suivent  selon  l'ordre 
uaturel,  et  les  logarithmes  approchés  sont  placés  vis-i-vis  ; 
dans  Ica  Tables  de  Burgi,  ce  soitt  les  logarithmes  qui  sont 
disposés  suivant  l'ordre  naturel  1,3, 3,...,  et  les  nombres 
approchés  sont  placés  en  regard.  Ce  sont  dps  Tablée  dites 
.  antilogarithmiques,  beaucoup  .tnoins  commodes  que  les 
aAtres. 

On  peut  conclure,  de  ce  qui  précède,  que  SdfTel  le  pre- 
mier  a  vn  la  possibilité  de  remplacer  les  multiplica- 
tions, etc.,  par  des  additions,  k  l'aide  de  deux  progres- 
sions correspondantes  (rmr  Nouvelles  jinnales,  t.  V, 
p.  49^)  î  1^^  divers-ont  calculé,  à  cet  effet,  les  termes  de 
ces  progressions  en  les  réduisant  en  Tables,  et  que  Burgi 
a  continué  et  donné  plus  d'ertensioD  k  ces  Tables. 

Il  reste  démontré  que  plusieurs,  avant  Néper,  avaient 
en  vue  le  mime  but  qu^  Néper,  et  que  ceint-ci  l'a  mieux 
'  atteint  que  ses  prédécesseurs  et  d'une  manière  bien  plus 
philosophique,  et  ses  Tables  sont  tellement  accommodées 
aux  besoins  des  calculateurs,  qu'elles  sont  entrées  dans  te 
domaine  public,  surtout  avec  la  base  to  de  Briggs  {*). 

Burgi  ne  se  sert  jamais  de  l'expression  logarithme.  On 
a  donné  à  ce  mot  ane  ori^ne  qui  se  rattache  k  la  théorie 
suivante  qu'on   doit   &  Képltor  {^Tabulée  Mudolphfnœ, 

cap.  III,  p.  Il,  col.  i).  On  dit  qn'un  rapport  t  est  con- 
lenu-/R  fois  dans  u»  rapport  v?  lorsque  le  produit  de  m 
facteurs  égaux  à  -r  est  égal. à  -p  :  ce  qn'on  écrit  (  j  l   =  t;- 


(*)  Les  opéra  Lions  indnitëaiiDBleiig'eiécutenlaTec  la  Ii««e  n^périeii 
il  lerait  unnmiHle  d'avoir  des  Tables  trigoiiniD^riquoi  avec  ccllo  i 
par  là  on  Arllerilt  )as  cbingsmentt  de  sjnUmos. 
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Supposons  qu'on  adopte  un  rapportGxcj  et  qa'on  y  com- 
pare sucoessivemeot  tous  les  rapports  possibles  T7i  alors  m 
estilit  le  logarithme  de  7,;  par  exemple,  prenons -r  =  — ■ 
et  p:=-}  alors  1  —  \        =-  {à  peu  près),  et  o,30io3 

est  le  logaritlinie  de  a  :  c'est  la  déGoition  de  Kepler,  qui 
ne  diffère  pas  essentiellement,  comme  l'on  voit,de  la  défi- 
nition exponentielle  d'Euler,  aujourd'hui  enseignée.  De 
là  on  a  déduit  que  logaritlime  est  l'expression  abrégée 
des  mots  grecs  ù^Tfût  iVi  Aty*'',  rationum  numurus. 
Mais  M.  Matzka  &bJeGte  très -judiciea sèment  qneMépcr  a 
introduit  le  premier  ce  mot  dans  son  ouvrage  de  1614 
(Mirifici  Zogarithmorum,  etc.)  et  que  sa  théorie  n'est 
nullement  fondée  sur  l'idée  d'un  nombre  de  rapports,  car 
cette  théorie  estpurement  cinématique,  et,  soit  dit  eu 
passant,  contient  le  premier  ^erme  deijlàxions,  le- 
quel, entré  dans  la  tète  de  Newton,  en  sort  comme  coZcu/ 
Jluxionael;  de  même  que  la  théorie  des  grandeurs  ex- 
trêmes de  Fermât  contient  le'premier  germe  des  différen- 
tiels, lequel,  entré  dans  la  têtcde  Leibnitz,  en  sort  comme 
calcul  différentiel.  D  faut  donc  chercher  chez  Néper 
même  le  sens  qu'il  attachait  au  mot  logarithme,  dont  d'ail- 
leurs il  n'indique  nulle  part  explicitement  la  dérivation. 
Or,dans  l'Introduction  à  l'ouvrage  ci-dessus  cité,  on  lit  : 
Quum  nihil  sit...  mathematicee  praxi  tam  molestum, 
<]uodt}ue  logistas  (les  calculateurs)  magis  remoretur,  ac 
retardel,  quam  magnorum  numerorum  multipUcationes, 
parliliones,  quadmtœijue  et  cubtcœ  (scUicet  ratiicù) 
extractiones,  <fucE,  prœter  prolixitatis  teedàim,  lubricïs 
etiam  erroribus  plun'mum  sunt  obnoxicB^  ccepi  îgitur 
anima  revohere^  qua  arte  cerla  et  expedita  possem  dieta 
ùn/tedita  amoliri.  Multis  subinde  in  hune  finem  pec- 
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pensis,  nonnuïla  tantiem  inuerii  prœolara  compendia 
alUjt fartasse  tractanda  (*)  :  -verum  iiiter  omnianuttum 
hoc  utHiUSy  {fuod  una  cUmmultipIicalionibus,  partilio- 
nibiUf  et  radicum  extractionibus  arduù  et  proiixis,  ipsos 
etiam  numéros  multiplicandes,  diwtdendos,  et  in  radi- 
ées resolvendos ,  ah  opère  rejicit  et  eorum  loco  alïos 
eubstimU  sumeroE,  qui  illorum  munere  fungantur  per 
solas  additiones,  subtractiones,  bipartitiones  et  triparti- 
tiones.  Quod  quidem  arcanum  cum...  sit,  quo  commu- 
nius  eo  melius:  in  publicummathematîcorum  usumpro' 
palare  libuit. 

Voilà  le  but  bien  clairement  e3(posé  :  il  consiste  à  sul>- 
stituer  aux  nombres  données,  d'autres  dont  les  calculs 
sont  plus  faciles.  En  effet,  dans  son  ouvrage  publié  en 
1619  sous  le  titre  :  LogaritJunorum  caponis  consfructio, 
il  appelle  les  nombres  numeri  naturales  et  leurs  loga- 
rithmes numeri  artificiales,  nombre  aniGciel,  nombre 
servant  à  calculer;  or  un  nombre  de  compte  se  rend  eu 
grec  par  Juytmsit  MfiBfûs\  le  mot  logistique  était  très- 
usité  du  temps  de  Néper;  Kepler  dans,  ses  Tables  Ru- 
dolpbinea  appelle  les  nombres  chilTrés'  des  apices  lo~ 
gistici.  Ainsi  logaritbme.signiBe  donc  dans  le  sens  de  son 
inventeur  nombre  artificiel. 

M.  Mauka,  qiii  dpnqe  cette  ingénieuse  et  exacte  dérî- 
vadon,  fonde  là-dessus  une  manière  très^lémentaire  d'ex- 
poser les  logaritbmes  dans  tes  écoles  primaires.  Un  pro- 
duit se  change  pas  dans  quelque  ordre  qu'on  multiplie 
les  facteurs  ;  une  somme  ne  change  pas  dans  quelque 
ordre  qu'on  ajoute  les  nombres.  Cette  .analogie  sufBt 
pour  expliquer  les  logarithmes  considérés  comme  nombres 
auxiliaires  artificiels. 


(')  ProbublcmeatM  lliitifaiogiE(i6i7'. 
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MÉUOIIIE  SDK  Ll  THÉORIE  GÉOMiTUt^DE    DES    SIIBFi.CES    DV 

SECOKD  ORDSB  ;  par  M.  Ch.  Méray,  docteur  es  sciences; 
Rome,  in-4  de  «4  pag08>  l86o  (^extrait  A&Annalidi 
Mat.  para  cd  applicata,  i,  m,  jaDV.^fév.  i86o). 

C'est  une  botme  ëtode  sur  ]a  Géométrie  supérieuréde 
M.  Chasles,  et  .dont  tes  théorèmes  fondameoUux  sont  dé- 
montrés géométriquement.  On  n'y  trouve  qu'une  seule 
équation,  qui  porle  le  n°  i  ;  de  quoi  on  aurait  pu  se  dispen- 
ser, puisque  cette  équation  est  unique  ;  c'est  la  méthode 
logique  de  M.  Chagles,  pendue  moins  équationneUe,  s'il 
est  permis  de  s'exprimer  ainsi.  EsIm»  un  avantage?  Mous 
trouvons  même  que  la  dassiqueet  célèbre  Géoméirie 
supérieui'e  est  trop  peu  équatiounelle.  Des'  équations 
écrites  valent  mieux  que  des  équations  parlées,  mais  dont 
on  se  sert  volontiers  pour  ressembler,  A  ce  qu'on  croit,  à 
Euclide.  Pure  archéolàtrie.  C'est  faire  rouiller  une  mé- 
daille fondue  hier  pour,  lui  donner  un  vernis  d'antiquité. 
La  géométrie  moderne  se  compose  àeJîgureSf  d'équa- 
tions et  de  déductions,  sans  n^liger  les  inductions, 
source  de  découvertes,  et  de  chacune  selon  les  besoins  de 
la  cause,  conune  l'on  dit  au  barreau.  Pourquoi  les  Grecs 
n'ont-ils  pas  fait  usage  d'équations?  Même  réponse  que 
pour  les  chiffres  :  parce  qu'ils  ne  les  connaissaient  pas., 
Apollonius  ressuscité  ne  marcherait  pas  plus  sur  les  traces 
d'Eudidé  que  Platon  ne  serait  platonicien,  qu'Arisiote 
ne  serait  arislotéHciei) ;  hommes  de  génie,  ils  appren- 
draient nos  procédés  et  se  placeraient  bieutàt  au  premier 
rang.  Un  courtisan  disait  au  grand  Frédéric  que  si  César 
revenait;  it  trouverait  à  gui  parler.  «  Si  César  revenait. 
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répondit  l'illustre  capitaine,  il  étudierait  nos  moyens  dé- 
fensifs  et  offensifs,  et  .puis  nom  bâtirait.  »  C'est  vrai 
en  toute  chQse. 


Voici  l'inscription  fictive  sur  son  tombeau ,    qu'on 
trouve  dans  Vjinlhoîogie  grecque  (*)  : 

K,«i  rii^  ■■  rix'lt  ftirim  fiùi*  Atyii. 

E«  ti  •^â/an  niftmrm  trmi'inoitrn  trii. 
a"  ■î' riAÉyir»  /i(A*i  ris*;,  ^fun  !r*rf*t 
TÎb  a  «ai  i-n'-iiifii  ftiTf4i  iA«>  fiiiv». 

Tf  it  winv  nfi^  rip^'  iinpim  ^wa. 

Traduction  latine. 

Hune  Diopliantus  habet  tumuluni  qui  tempora  vil» 

lllîus  niiro  dénotât  arre  tîbi. 
Egit  sextaâirm  juvenis;  lanugiiw  nialas 

Testire  hinc  cœpit  jiarle  duodecima. 
-   Septante  uxori  post  hKC'so'ciatur,*et  anito 

tormosus  quinlo  nascitor  inde  puer. 
Semissem  xlatis  posbjuam  attïgit  îlle  palernie, 

lofelix  siibila  miH^e  peremptns  obit. 
Quatuor  «statifs  genîtor  lugere  tuperstes 
-  Cogitur,  hinc  aunos  illins  aiaequere. 

{■)  Bican,  H»  i<);Bidiick,  t.  li.p.  fil;  I.  Ill,p.  '.tg;  JicoM,  t.  XIV, 
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Passant,  sous  ce  tombeau  repose  Diophanie, 
El  quelques  vers  tracés  par  une  main  savante 
Vont  te  faire  connaître  à  r[uel  A^  x\.  e>t  nmrt  : 
Des  jours  assez  nombreux  cjue  lui  compta  le  sort, 
Le  sixième  marqua  le  temps  île  son  enfance; 
Le  douùème  fut  pris  j>ar  son  adolescence. 
Des  sept  parts  de  sa  vie  une  encor  s'écoula, 
Piiis,  s'étaut  marié,  sa  femme  lui  donna  , 

Cinq  ans  après  un  fils,  qui,  du  'destin  sévère, 
Refut  de  jours,  hélas  !  deux  fois  moins  que  son  pérc. 
De  quatre  ans,  dans  les  pleurs,  celui-ci  survécut  : 
Dis,  si  tu  sais  comjtter,  à  quel  âge  il  mourut. 

Solution . 
Représente  par  :r  le  nombre  en  question 
Et,  sans  rien  oublier,  pose  une  équation 
Où  dans  le  premier  membre  on  trouve  le  sixième, 
Puis  le  douzième  d'x,  augmentés  du  septième. 
Ajouies-y  neuf  ans  :  le  tout  égalera 
L'inconnue  x.  Transpose,  ajoute...,  et  caetera. 
Tu  verras  aisément,  sans  qu'on  puisse  en  rabattre, 
Que  l'âge  du  bonhomme  est  bien  qdat se- vingt- quatkb. 
H.  EUTRÔPK. 

Note  <îu  Héfùicteur.  La  poésie  est  plus  ancienne  que 
la  prose.  Avant  riiivanlionde  l'écriture,  l'hisloirc  cl  la 
science  se  ira  a  smc  Liaient  par  des  moyens  mn^fïniqves, 
et  te  rhytlimc  est  un  de  ces  moyens.  Les  traités  d'algèbre 
indiens,  tel  quele  £(/<ntva'i,  sont  en  vers.  Que  de  milliers 
d'années  écoulées  avant  la  décomposition  de  la  parole  en 
mots  Cl  sons  élémeniaîrcs  cl  combinés,  et  d'autres  mil- 
liers d'années  avant  la  représentation  graphique  de  ces 
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6BNUL06IE  BE  VIÈTB  (*). 


§  I.  ViÈTE.  —  Famille  origioaire  des  environs  de  Fon- 
tenay,  illiistriic  par  l'un  de  ses  membres,  le  fameux  et  sa- 
vant malhématicien  François  Viète,  créaleur  de  l'algèbre, 

Nous  devons  les  élémcats  de  cet  article  à  l'obligeance 
de  notre  collègue  et  ami  M.  B.  Fillon,  qui  lui-même  a 
publié  sur  François  Viêic  une  Notice  pleine  d'intérêt. 

I.  —  Fiette  (François),  marchand  à  Foossays,  men- 
tionné dans  un  acte  de  i5a8,est  le  premier  de  cette  famille 
qoisoit  connu,  n  fut  père  de:!"  Etienne,  qui  suit;  a°Ma- 
tburin,  rapporté  §  IV  ;  3"  Jean,  qui  ent  pour  enfants  :  AHé- 
nor,  dame  de  la  Sablière,  mariée  à  Loais  Suppin,  et  le 
a3  janvier  i583  A  Cbarles  Clabat,  écuyer,  seigneur  des 
Granges;  Anne,  femme  de  Jean  Cardînauh,  morte  avant 
i58i;  4"  Jeanne,  épouse  de  Jean  Dubois,  seigneur  de 
Saint-Cyr;  5"  Josèpbe,  époose  de  François  Beau,  sei- 
gneur des  Cambaudières. 

II.  —  Fiète  (Etienne),  qui  le  premier  écrivît  son  nom 
avec  un  seul  T,  fut  bacbclier  es  lois,  procureur  à  Fonte- 
nay  et  notaire  de  la  seigneurie  du  Busseau.  H  eut  de 
Marguerite  Dupont,  Glle  de  François  et  de  Françoise 
Brisson  :  i"  François,  qui  suit;  i"  Nicolas,  rapporté 
§  H;  3°  René,  relaté  §  III;  4"  Claude,  mariée  le  17  jiiin 
i568  à  Cristophe  Bonnet,  mourut  en  iSyS;  5°  Françoise, 
épouse  de  Pierre  Robert,  seigneur  du  Vignault,  notaire  à 
Fontenay,  morte  vers  1^97;  6°  Jeanne,  morte  fille 
en  iSgS  ainsi  que  7"  Julie.    ' 

{")  Extrait  du  Diciimvtairt  hitlorl^ue,  biographique  et  nftiéntogl^ue  Jet 

famiUei  Je  Vaaeim  Pùlioa,  p»rM.  Filleau  ds  UTouche.  Puilioni  iB^o-iSâ/,. 

BalIcllH  mathAiftiiue.t.  VI.(Octobro  iRGo.)  >0 
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m.  —  F^te  (François),  né  à  Fontetuiy  en  i54o,  fit 
Mm  droit  à  Poitiers  et  le  termina  dès  l'âge  de  vîtigt  ans. 
Après  avoir  plaidé  comme  avocat  pendant  quelque  temps 
dans  sa  ville  natale  jusqu'en  iSôy,  il  devint  plus  tard 
conseiller  au  parlement  de  Bretagne,  où  il  figure  le  6  avril 
1574.  On  doit  supposer  qu'il  dut  ce  poste  à  la  faveur  dont 
jouissait  son  cousia  et  condisciple  le  président  Barnabe 
Brisson  (^),  près  duquel  il  fut  sans  doute  appelé  i  Paris,  ce 
qui  lui  permit  de  foire  des  études  sans  lesquelles  ses  imroen* 
ses  découvertes  eussent  été  sans  base  ni  fnndements.  Obligé 
de  quitter  Rennes  pour  se  réfugier  à  Beauvais-sur-Mer 
près  de  Françoise  de  Roliau,  il  y  composa  deux  ouvrages. 
Nommé  maître  des  requËtes  ordinaires  de  l'hAtel  du  roi 
par  le  crédit  de  Brisson  et  du  duc  de  Roliau  (28  mars 
i58o),  il  SB  rend  à  Paris,  mais  il  est  très-promptemenl 
dépouillé  de  sa  charge.  On  a  lien  de  croire  qu'il  courut 
quelques  dangers,  causés  sans  doule  par  une  certaine 
tendance  vers  les  idées  de  la  Réforme.  Retiré  dans  le 
bas  Poitou,  il  se  livra  aux  travaux  les  plus  sérieux,  et 
publia  dans  l'espace  de  neuf  années  presque  tous  les  ou- 
vrages qui  ont  consacré  son  immortalité.  Lié  aux  Poli- 
tiques, il  suivit  les  membres  du  parlement  attachés  i  celte 
faction  qui  siégèrent  à  Tours,  et  leutra  avec  Henri  IV  k 
Paris  pour  y  occuper  son  siège  dans  1r  Consul  privé. 

On  apprendra  avec  plaisir  la  cause  de  cette  insigne  fa- 
veur. Fendant  sou  séjour  à  Tours,  on  avait  saisi  plusieure 
correspondances  en  chiffres  enlevées  aux  Espagne 
Henri  IV  les  soumit  à  Vièie  et  lui  en  demanda  le  secret. 
En  quatorze  jours,  le  puissant  cerveau  du  mathématicien 
possédait  la  langue  espagnole,  et  le  secret  des  correspon- 
dances était  livré  à  son  roi,  qui  s'en  servit  avec  saccês 
pour  déconcerter  les  Espagaob  ;  car,  malgré  le  soin  qu'ils 

(*)  Pendu  k  Piri*  en  i5gi  parlwSeii*.    Ta. 
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avaient  de  clianger  In  figures,  Viète,  dani  m  mëlhodo 
^UDt  parvenu  à  décupler  des  décuples,  trouvait  tonjoDrs 
)a  clef.  En  son  absence,  Dulys,  son  secrétaire,  qu'il 
avait  iastruit  dans  cet  art  difficile,  put  servir  de  sAr  in< 
lerprète  {*). 

On  raconte  aussi  de  lui  qu'un  mathématicien  botlan* 
dais  (Âdrîanus  Romanus)  ayant  proposé  à  tous  les  sa- 
vants du  monde  la  solution  d'un  problème,  et  ayant 
oublié,  dans  la  liste  des  mathématiciens  qu'il  avait  r^ 
digée,  d'en  octroyer  un  à  la  France,  Viète,  mandé  par  le 
roi  pour  soutenir  l'honneur  du  royaume,  n'eut  qu'à  lire 
l'énoncé  du  problème  pour  en  donner  aussitAt  pinsietirs 
solutions.  Lorsque  Adrîanus  Romanus  fut  instruit  du 
fait,  il  se  rendit  à  Paris,  de  Paris  à  Fonlenay,  de  Foate- 
nay  k  la  maison  de  campagne  de  Viète,  toujours  courant 
après  le  mathématicien  et  lui  soumettant  par  écrit  des 
propositions  que  Vièie  résolvait  aussitôt.  Enfin  les  deux 
savants  finirent  par  se  rencontrer,  et  le  Hollandaii 
charmé  resta  chez  son  hôte  pendant  six  semaines. 

Viète,  au  milieu  des  immenses  travaux  qu'exigeaient 
ses  publications,  ne  n^ligeaït  aucun  de  ses  devoirs  de 
magistrat,  et  s'il  a  laissé  quelques  oeuvres  auxquelles 
manque  la  dernière  main,  c'est  que  les  loisirs  manquèrent 
à  leur  auteur.  Il  mourut  au  mois  de  février  i6o3. 

Viète  est  incontestablement  le  créateur  de  l'algèbre; 
c'est  k  lui  qu'on  doit  l'ingénieuse  itlée  de  représenter  les 
quantités  par  des  signes  qui,  ne  pouvant  se  fondre  par  le 
calcul,  présentent,  au  moyen  de  certaines  notions  con- 
ventionnelles, la  trace  des  opérations  effectuées  pour 
arriver  à  la  solntion  des  questions  proposées-,  et  c'est 
cette  idée  qui  a  fait  de  cette  science  le  plus  puissant  in- 
strument du  génie.  Sans  Viète,  on  peut  le  dire  haute- 
ment. Descarte»,  Fermât,  Newton,   Pascal,    Leibniz, 


(■)  fmVt.  IX,p.  î37ii85o. 
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qui  ont  éclipsé  leur  maître,  seraient  anj(nird*bui  bien 
moins  connus  que  lui,  OU  plulût  sans  Vièie  ils  n'eussent 
pas  existé.  Nous  pouvons  donc  le  répéter,  Vîèle  est  îa- 
cODtesiablemeot  l'un  des  plus  grands  hommes  qu'ait  en- 
fantés le  Poitou,  et  eu  songeant  i  tout  ce  que  ce  puissant 
génie  a  donné  an  monde,  nous  pouvons  prononcer  avec 
oi^eil  ce  nom  trop  peu  connu,  même  des  héritiers  de  sa 
gloire  modeste. 

Pour  les  deuils  sur  les  ouvrages  de  Viète,  voir  sa  No- 
tice publiée  par  M.  B.  Fillon  et  Ritter,  dont  nous  n'avons 
fait  que  pfésenler  le  résuma. 

François  laissa  de  Julienne  Leclerc,  son  épotise,  Su- 
zanne, morte  fille  en  janvier  1618. 

§  II.  —  Deuxième  brandie. 

III.  —  Viète  (Nicolas),  seigneur  de  la  Motte  de  Mou- 
zeuil,  fils  puîné  d'Etienne  et  de  Marguerite  Dupont,  rap- 
portés II'  degré  du  §  1",  avocat,  contrôleur  ancien  et  con- 
seiller en  l'élection  de  Fontenay,  mort  en  1636,  épousa  ; 
I  "  Anne  Quînefault,  fille  de  Guillaume  et  de  Penette  Au- 
dayer,  et  2"  Marie  Bauchier.  H  eut  du  premier  lit  :  1°  Ni- 
colas, qui  suit;  a°  Marie,  épouse  d'Etienne  Bran,  sei- 
gneur de  la  Grande -Maison,  conseiller  en  l'élection  de 
Fouteoay;  3° François,  prêtre,  prévài de  Notre-Dame  de 
Fontenay,  chanoine  de  Luçon;  4"  Elisabeth,  mariée  le 
33  mars  iSpS  à  Jean  île  Saint-Mîcheau,  conseiller  en  l'é- 
lection de  Fontenay  j  5°  Jeanne,  femme  de  Pierre  Guillc- 
min,  écuyer,  seigneur  de  Thouars  ^â"  Barnabe,  écuyer,  sei- 
gneur d'Aziré,  assesseur  ausi^cde  la  Rochelle,épousa  Eli- 
sabeth Galais,  dont  il  eut:  t"  Elisabeth,  mariée  le  19  mars 
i6a6  à  Jean  Faure,  seigneur  du  Chirou,  avocat  k  Fon- 
tenay i  a"  Pierre,  écuyer,  échevin  de  la  Rochelle,  fut  un 
lies  signataires  de  la  capitulaiiou  de  cette  ville  en  1638. 
Sa  posléritc  cxislait  encore  eu  1747  daus  la  personne 
d'ICliciiuc-Augusto,   écuyer,   seigneur  de   la  Livagerïc, 
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conseiller  aa  présidial  de  la  Rochelle.  Il  est  à  croire  que 
MM.  Prosper  ei  Hyaciiilhe  Vîèie  de  la  Livagerîe,  ofliciers 
eu  retraite,  qui  liabilc&t  aujourd'hui  la  Rochelle,  des- 
cendent de  ce  dernier^  ce  sont  alors  les  seuls  représen- 
tants de  la  famille  de  notre  illustre  compatriote. 

IV.  —  Viète  (Nicolas),  écuyer,  seigneur  de  la  Grais- 
Pissote,  fut  Diaitre  des  requêtes  de  la  maison  et  cou- 
ronne de  France,  substitut  du  procureur  du  roi,  puis  se 
fit  prêtre.  11  avait  épousé,  le  6  juin  1609,  Jeanne  Alé- 
anme,  fille  de  Jean,  seigneur  de  la  Cheuulière,  avocat  du 
roiaFontenay,  etdeMarieRegnoufjdontilent:  i°Loais, 
écujcr,  seigneur  de  Saint-Thomas-,  a"  Marie}  3°  Jeanne, 
mariée  :  i"  le  7  novembre  164*  à  Jean  Baucher,  écuyer, 
seigneur  de  l'Aulnay,  et  2"  le  8  février  i64o  à  François 
Boui^aing,  écuyer,  seigneur  de  la  Grande-Basse;  4''  Ca- 
therine, morte  fille. 

§  m.  —  Troisième  branche. 

in. —  Fiète  (René), fils  puiiié  d'Élienne  et  de  Marçue- 
rite  Dupont, relaté  au  Il'degré  du  §  \",  seigneur  du  Brcuil, 
de  Longesve,  lieutenant  général  en  l'élection  de  Fonte- 
nay-le-Comte,  épousa  Gabriellc  de  Saiut-Michean,  fille  de 
René,  seigneur  de  la  Gueriuière,  et  de  Catherine  Cliabol, 
et  fut  père  de:  1°  Gabridle,  mariée  :  i"lc  8  juin  1614  à 
Charles  Masson,  seigneur  du  Piu,  et  i"  à  Charles  Cla- 
vîerj  3°  Catherine,  mariée  le  1 1  février  1617  à  Lancelot 
Pailler,  seigneur  de  la  Macardière,  avocat  du  i-oi  en  l'é- 
lection de  Fontenay-le-Comte  ;  3°  René,  né  le  aS  oc- 
tobre iSgS, mort  jeune;  4°  ^I^i^^riteiiiée  le  i  a  août  i5g5, 
mariée  le  i3  mars  i6ao  à  René  de  la  Court,  écuyer,  sei- 
gneur du  Fonteinan  ;  S''  Claude,  née  le  7  novembre  1 596, 
épousa  le  19  septembre  i6ai  Jean  Audouart,  écuyer,  sei- 
gneur de  la  Bigalière,  avocat  du  roi  au  siège  de  ^iort; 
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6°  Anne,  n^  le  i8  février  i5q9,  fut  reçue  le  19  avril 
1633  religieuse  iu  ders-ordre  de  Saint-François  à  Fon- 
tenay;  7°  Jeanne,  née  le  a6  arril  1599.  Peui-ëtre  est- 
ce  la  même  que  Jeanne  Viète,  épouse  de  Jean  Gabriault, 
écuyer,  conseiller  au  parlement  de  Rennes  ;  8"  André,  né 
le  33  septembre  i€oo,  mort  jeune;  9°  Marie,  née  le  5  fé- 
vrier i6oa,  épousa  François  R^ier,  écuyer,  seigneur 
de  la  Remaudière;  10°  François,  écayer,  seigneur  du 
Breuîl,  mailre  des  eanx  et  forêts  en  la  sénéchaussée  de 
Livrai. 

§  IV.  —  Quatrième  brancha. 

II.  —  Fièle  (Matturial,  fils  aîné  de  François  Viette, 
rapporté  au  I"  degré  du  §  I",  seigneur  de  la  Bretînière,  de 
Faoasays,  mourut  en  février  1 598,  laissant  de  Nicole  née 
Robin,  son  épouse;  i°Jean,  qui  suit;  aTrançoia,  rapporté 
§  V;  3°  Jeanne,  femme  de  Nicolas  Pigueriet,  seigneur  de 
laMartinière;  4°  Jacques,  seigneur  de  la  Motte-d'Ardin, 
épousa,  le  a6  mai  i568,  Marie  Renaillon,  fille  de  Pierre 
et  d'Honorée  Gaultrao,  dont  il  eut  :  Marie,  femme  de 
Jean  Thubin,  seigneur  de  Sérigué;  Elisabeth,  épouse  de 
Jean  Caut,  aeigneor  de  Maigre-Souris;  Catherine,  ma- 
riée le  33  août  1604  à  Saloroon  Pongart,  seigneur  de 
Thics;  Suzanne,  mariée  ;  1°  le  16  avril  iSgS  i  Benja- 
min Gilbert,  seigneur  de  la  Dacotière  ;  3°  en  mai  1608 
à  Louis  Lezin,  seigneur  du  Maigue;  elle  est  morte  en 
sepLembre  i6i-j;  Judith,  femme  d'André  Pauillan; 
Jeanne,  mariée  le  a5  avril  t5g4i^  Hélye  Desayvre,  sei- 
gneur de  la  Vei^ue;  5°  Gilles,  marchand  à  Foussays, 
mort  en  juillet  i5â3,  et  qui,  de  Marie  Bourean,  son 
épouse,  laissa  Gilles,  émancipé  le  1 1  juin  1679,  époque  i 
laquelle  il  était  déjà  l'époux  de  N.  Jausseaume,  fille  de 
Jacqncs. 

m.  —  P'iètc  (Jean),  époux  de  Jeanne  Avord  ou  Au- 
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vard,  fut  père  de  :  i°  Elisabeth  j  a°  Suzanoe,  élevée  par 
son  oncle  Nicolas  Viète,  seigneur  de  la  Motte  de  Mau- 
geuJl.  Elle  épousa,   le   i6  avril    ifiia,  Paul  Poyblos', 
3°  Jeanue;  4°  Pierre. 

S  V.  —  Cinquième  brandie. 

m.  —  fièle  (François),  fils  puiué  de  Maihurîn 
et  de  Nicole,  rapporté  au  II*  degré  du  §  IV,  seigneur 
de  Saint-Nicolas,  marchand  à  Morons  et  receveur  des 
décimes  du  domaine  de  la  Maillesais,  épousa  Catherin^ 
Jousiain  et  fut  probablement  père  de  :  i  "  Guy,  mort  gar- 
çon à  Sainl-Hilaîre-de-la-Forêt,  vers  i594;  a°  Guil- 
laume, notaire  à  Morons;  3"  Loys,  marcband  Jk  Niort; 
4**  René,  qui  suit  : 

IV.  —  Fiète  (René),  demeurant  i  SaiDt-HiIaire.^'V- 
seroay,  épousa  Perinne  Chameau,  dont  Hilaire. 

j4rmoiriei.  —  François  Viète,  membre  du  conseil 
privé  du  roi,  portait  d^argent  au  chevron  d'axur  accosté 
de  six  étoiles  de...,  accompagné  en  chef  d'un  soleil  Âe... 
et  en  pointe  d'un  fys  de  jardin  arrosé  par  une  main 
dextre  issant  d'une  nuée  au  côté  senestre  du  chevron. 
Cette  dernière  figure  fait  allusion  aux  services  rendus 
par  le  célèbre  mathématicien  an  roi  de  Navarre  à  l'occa- 
sion de  la  découverte  du  cbififre  de<  dépèches  diploma- 
tiques espagnoles.  Qnant  au  soleil  et  aux  étoiles,  ils  rap- 
pellent le  système  planétaire  connu  au  xvi*  siècle. 

Note  du  Rédacteur.  Nous  avons  inséré  avec  plaisir 
cet  arbre  généalogique.  La  noblesse  réelle,  celte  du  génie, 
est  décernée  de  Dieu. 
*  J'ai  lu  quelque  part,  l'endroit  m'échappe,  qu'A  Tarticle 
de  la  mort,  la  famille  a  eu  beaucoup  de  peine  à  faire  ac- 
cepter è  Viète  l'intervenùon  d'un  prêtre.  A  ce  qu'il  pa- 
raît, il  était  libre  penseur  ou  seulement  partisan  du  libre 
examen. 
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CALCUL  MFIKITfiSUUL. 

La  TEoniu  delle  puuzioni  ellitichs,  monc^raGa  del 
prof.  Henrico  Belti  (yfnnali  lii  Maternai l'ca.  Mar- 
zo  e  aprile  1860,  p.  85-12$). 

C'est  l'exposition,  à  ma  connaissance,  la  plus  satisfai- 
santf!  (les  fonctions  monodromes,  monogènes,  syn  ce  tiques, 
elliptiques  à  double  période.  La  liaute  estime  que  nous 
professons  pour  le  talent  du  célèbre  analyste  nous  enhar- 
dit â  dire  que  l'on  dccouvrc  ici  une  qualité  inattendue, 
la  clarté;  d'autant  plus  que  nous  conaidéroiis  celte  qua- 
lité comme  Irds-prccieuse,  mafs  non  pas  comme  la  plus 
essentielle.  La  limpidité  des  petits  ruisseaux,  dit  Voltaire, 
tient  souvent  à  leur  peu  de  profondeur.  On  arrange  plus 
facilement  une  échoppe  qu'un  vaste  magasin  d'idées. 
Lorsque  celle  importante  production  sera  terminée,  nous 
en  parlerons  dans  le  corps  du  Journal.  En  attendant, 
nous  en  conseillons  la  fructueuse  lecture  aux  géomètres 
familiers  avec  l'harmonieux  idiome  de  l'autique  Ausonie. 
Dans  aucun  temps,  sous  aucun  régime,  cette  terre  n'a 
été  stérile  en  hommes  de  génie.  Au  xiit*'  siècle,  l'appan- 
lion  de  Durante  est  an  phénomène  prodigieux,  inexpli- 
cable. 

O  navis,  réfèrent  in  mare  te  novi 
Fliictns? 
L'habile  géomètre,  M.  le  capîuîne  Dcwuif,  traduit  le 
Mémoire  italien  qui  sera  un  utile  comnaentaire  an  savant 
ouvrage  do  MM.  Briot  et  Bouquet,  aujourd'hui  sur  les 
rayons  de  toutes  les  bîhliothècines  mathématiques,  et  dont 
M.  le  professeur  Garlin,  qui  vient  de  conquérir  un  rang 
honorable  dans  l'agrégation,  nous  a  promis  de  rendre 
compte. 
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rmît  W  6tSA9mt  sur  les  examens  en  I814. 


<i  11  n'csi  point  du  tout  démoDtré  que  ce  qu'il  faut 
»  faire  pour  briller  dans  les  examens,  du  moins  suivant 
N  leur  mode  actuel,  soit  aussi  ce  qu'il  y  a  de  plus  propre 
»  à  se  rendre  habile  dans  les  sciences.  »  (Journal  de 
Gtirgonne,  t.  V,  p.  6a.) 

II  y  a  de  cela  un  demi-siècle.  Qae  dirait-il  aujourd'hui 
de  notre  enseignement  hypertrofthiquc? 

Supposons  qu'une  place  de  premier  violon  soit  vacante 
à  l'Opéra,  et  qu'on  exige  des  candidats  les  connaissances 
suivantes:  i"  la  langue  fiançaise^  a°  la  langue  italienne; 
3°  l'histoire  de  la  musique  chez  les  peuples  anciens  et 
modernes;  4°  la  lecture  et  l'écriture  de  la  musique;  5°  les 
élémeiiu  du  contre-point;  6"  l'histoire  de  Tinstrumeut; 
7"  la  théorie  des  cordes  vibrantes;  8"  la  théorie  de  la 
position  du  chevalet,  de  l'àme,  des  ouïes;  9°  la  théorie 
de  là  table  de  rësonuauce;  10°  la  théorie  des  sons  nor- 
maux et  harmoniques;  1 1"  la  théorie  de  l'archet,  de  ses 
extrémités  et  du  milieu  ;  i  a°  enGo  l'exécution  d'un  adagio 
de  Vioiti. 

Supposons,  de  plus,  qu'on  attache  des  coefficients  nu- 
mériques k  ces  diverses  connaissances,  et  que  leur  aomme 
soit  décisive  :  il  est  possible  qu'un  ménétrier  l'emporte 
sur  un  Paganini.  Bides  :  de  te  fabula  narratur. 


..  VI.  (Noïomlirc  iSOo.) 
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i  TfiTRAGRAniBS  MATDfiMATIQllBS. 


Jehovah  s'écrit  en  hébreu  avec  quatre  lettres;  il  est 
défendu  à  un  Israélite  de  prononcer  ces  lettres.  Ainsi 
Jehovah,  lisez  Adonaï.  D  «n  est  de  même  maintenant 
pour  certaiaes  expressions  qu'il  n'est  pas  permis  de  pro- 
noncer dans  l'enseignement  secondaire. 

Différentielle,  prononcez  prime. 

Intégrale,  prononcez  primitive. 

Couple,  prononcez  rotation. 

Il  y  a  m6me  des  mots  sur  lesquels  il  faut  garder  un 
silence  respectueux;  par  exemple  :  homothétie,  rapport 
anftarmonique ,  homographie,  pôle,  polaire,  etc.,  et 
autres  expressions  qui,  appartenant  à  \a  cabale  malhéma* 
tique,  ne  doivent  pas  être  répandues  chen  le  vulgaire. 
Je  possède  le  fameux  livre  Razael  :  il  y  a  des  formules 
telles,  qu'en  les  prononçant  on  peut  incendier  tel  édifice 
qu'on  veut.  On  comprend  le  danger  qu'il  y  aurait  de 
répandre  de  telles  formules. 


GRMWELL  ET  NEWTON  COMPARÉS  PAR  VOLTAIRE. 


Cromwell  (Olivier),  né  en  iSgp,  mort  en  i658.  Il  n'y 
a  guère  d'esemplea  en  Europe  d'aucun  Tiomme  qui,  venu 
de  si  bas,  se  «oit  élevé  si  haut.  Mais  que  lui  fallail-il  abso- 
lumenl  avec  tous  ses  grands  grands  talents?  La  fortune? 
il  l'eut  cette  fortune.  Mais  fut-il  heureux?  il  vécut 
pauvre  et  inquiet  jusqu'à  quarante- trois  ans;  il  se  bai- 
gna depuis  dans  le  sang,  passa  sa  vie  dans  le  trouble  et 
mourut  avant  le  temps  à  cinquante -sept  ans. 
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Newion  (Isaacj,  né  en  i64a,  mort  en  1737.  Qae  l'on 
compare  à  celle  vie  celle  de  Newion,  qui  a  vécu  quatre- 
vingt-quatre  années,  toujours  tranquille,  toujours  ho- 
noré, toujours  la  lumière  de  tous  les  êtres  pensants, 
voyant  augmenter  chaque  jour  sa  renommée,  sa  réputa* 
tion,  sa  fortune,  sans  avoir  jamais  ni  soin,  ni  remords; 
et  qu'on  juge  lequel  a  été  le  mieux  partagé. 

O  curas  hominum,  o  quantum  ett  in  rebut  inaitel 

{Pifts.  Sat.  I,  V.  1  .j 
[Dictionnaire  philosophique,  article  CnoMvrELL.) 


PRKMIER  EXEMPLAIBK 

Je  l'éftiM  ttérjstjpc  dci  TaUei  de  Logaritlii»  ée  Ulaide, 

uNté  fv  l'iitm. 


Je  possède  le  premier  exemplaire  que  Lalaude  reçut 
en  i8oa. 

Voici  comment  et  de  quelle  manière  ces  Tables  stéréo- 
typées, qui  sont  devenues  ai  répandues,  ont  été  dounécs 
au  public. 

Lalande  ('*),  comme  on  le  sait,  notait  minutieusement 
tout  ce  qui  le  concernait,  et  je  joins  ici  ce  qu'il  a  noté 
de  sa  plume  de  corbeau,  dont  il  avait  l'habitude  de  se 
servir,  stir  l'exemplaire  dont  il  s'agit.  Ce  sont  peut-être 
là  des  singularités  de  bibliomane  ;  je  suis  loin  d'en  dis- 
convenir. Il  me  semble  cependant  assez  curïeuK  de  voir 

(')  Jérome-FrantotideLaLande,  ai  a  Bourg-en-Brcue ,  ri  juillet  1731, 
mort  k  Paris,  4  aTiil  1S07. 
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que  la  publication  de  ces  Tables,  qui  depuis  ont  «lé  iaui 
de  fois  réimprimées,  a  peut-^tre  tenu  à  une  misérable 
somme  de  1 5o  francs  prêtée  par  Lalande  à  M.  Didot,  et 
que,  sans  cette  facilité,  l'imprimeur  ne  se  serait  peut-être 
pas  décide  à  fondre  les  caractères  et  à  se  risquer  à  im- 
primer, car  tes  Tables  à  6  décimales,  publiées  bien  an- 
térieurement et  dès  1-760  par  les  soins  de  La  Caille  et  de 
Lalande,  très-répandues  à  cette  époque,  et  nombre  de 
fois  réimprimées  avec  la  savante  explication  de  l'abbé 
Marie,  pouvaient  être  regardées  comme  suffisantes  aux 
besoins  des  calculateurs. 

Ces  Tables  allaient  souvent  jusqu'à  10  oooj  mais,  se- 
lon Lalande,  elles  ne  doivent  pas  outrepasser  les  10  000, 
ce  nombre  lui  paraissant  suffisant,  à  tel  point  que  de 
l'exemplaire  de  la  dernière  de  ces  Tables  dont  il  se  ser- 
vait au  moment  de  sa  mort,  et  que  je  possède  chai^  de 
ses  annouiions,  il  en  avait  supprimé  les  10000. 

Au  surplus,  le  projet  de  Lalande  a  porté  hCA  fruits,  et 
par  l'exignïté  de  son  format  et  la  netteté  des  caractères 
de  MM.  IKdot,  cette  publication  a  puissamment  contri- 
bué à  propager  l'usage  si  précieux  du  calcul  loga- 
rithmique. Ces  mêmes  Tables  à  5  décimales,  de  même 
que  celles  des  sinus,  des  tangentes,  etc.,  ont  été  stéréoty- 
pées toujours  aous  le  nom  de  Lalande ,  eu  plus  d'une 
partie  du  monde  et  spécialement  à  Leipsig  en  i833  par 
les  soins  de  M.  H.-G.  Kôhler,  docteur  en  philosophie, 
qui  y  a  joint  une  assez  grande  quantité  de  Tables  spé- 
ciales, de  même  que  celles  des  logarithmes  de  M.  Gauss, 
dont  vous  parlez  dans  votre  Bulletin.  Eu  un  mot,  cette 
édition  me  parait  constituer  un  véritable  manuel  de 
calcul  logarithmique. 

Notes  dtf  Lalantie  sur  son  exemplaire  de  180a. 

6  novembre  1799.  — Projet  arrêté  aytc  Didoi.. 
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i3  noveDibrc.  —  Commencé  l'exptîcalîon. 

7  février  1800.  —  i5o  francs  prêtés  â  Didot  pour  la 
fonte. 

17  mars.  —  Première  page  d'essai.  Il  change  le  carac- 
tère. 

^4  ao&t  1801.  —  Dernière  épreuve. 

Octobre.  —  On  fait  an  tirage  de  1 000. 

a3  octobre  i8o3.  —  Mention  de  l'ouvrage  dans  le 
Journal  des  Débats. 

33  octobre.  —  Mention  de  l'ouvrage  dans  le  Moni' 
t0ur  du  a4i  dans  la  Clef  du  Cabinet  et  dans  Y  Histoire 
de  V Astronomie,  à  VetTata. 

Le  a5  octobre.  —  Je  promcu  100  francs  pour  chaque 
faute. 

Le  6  juin  i8o3,  il  y  en  avait  déjà  3  5oo  de  vendus.  . 

En  novembre  1804,  je  corrige  l'explication. 

FonnKBiUT, 

Juge  hoDonire  du  tribunal  de  U  S«ine, 

i  Ancj-le-Frenc  (Tonne). 


DiSSEKTATIO  IKAUGUHILIS  QUÀ  SELECTÀ  OE  JORIBOS  X&TBE- 

MATicoRiTM  cApita  !□  illastrî  Academia  Basilcensi  pro 
oblinendo  jurium  doctorîs  gradu  publîcœ  dîsquisï- 
lioni  submittit  </oA.  Fridericus  Weidlerus.  A.  R.  G., 
MDCCXXVII,  d.  34.  mart.  Basilex.  Litteris  Brand- 
millerîni.  In-4'',  ^o  pages. 

Cette  instrnctÏTe  Thèse  renferme  six  chapitres. 
Cap.  I.  De  nominis  mat/iematicorum,  prouli  in  legi- 
bus  occurnt  significatione  singulari  et  ejus  causis. 


b,  Google 


Au  liire  18,  lib  g,  du  Digeste,  on  lit  :  De  maleficis  et 
mathemalicis  et  ceteris  siniUibus.  On  confond  les  mathé- 
maticiens avec  les  astrologues,  les  magiciens,  etc. 

foi'r  Tacite,  Hist.  lib.  I,  c.  aa.  Juvenal,  Sat.  XIV, 
V.  a48. 

Od  lit  dans  Aulu-Gelte,  Pf.  A.  lib.  I,  c.  9  :  Fulgus, 
quos  Chaldeos  gentiUtio  vocabulo  dicere  oportet,  ma- 
tkenuUicos  dicit. 

Cap.  h.  De  melhodi  mathcmaticœ  usu  in  jurispru- 
denlia. 

Cap.  111.  Dejurihus  arithmeticorum. 

Ces  arithmëticieos  portaient  divers  noms. 

1°  Calculatores  ;  a"  tabularii;  3°  discussores  ^  4"  fatio- 
cinatores. 

Les  calculateurs  jouissaient  de  ce  droit  :  le  chef  de  la 
province  (provincice  prœses)  était  teou  de  juger  leurs 
procès  avant  ceux  de«  autres. 

Discussores  eranl  qui  rationes  publicas  aè  tUiis  trac- 
tatas  sub  examen  vocabant. 

Espèce  de  conseillers  de  la  chambre  des  comptesi  ils 
exerçaient  aussi  un  certain  arbitrage^  ainsi  que  les  ratio- 
cinât ores. 

Tous  ces  arithméticiens  éuient  exempu  de  la  milice  et 
de  payer  certains  impôts. 

On  comprend  l'importance  qu'avaient  tes  calculateurs 
avant  l'introduction  des  chiffres  arabes  ;  certains  comptes 
exigeaient  autant  de  jours  qu'aujourd'hui  d'heures. 

Cap.  IV.  De  juribui  geontetrarum. 

On  dislingue  :  1°  mensoresf  2°  agrimensores ;  3"  geo- 
dœtœ;  4°  metatores. 

n  y  avait  des  memores  :  1°  agrorum;  a"  frumen- 
tonimf  3"  mûitares, 

Mensurœ  in  jure  romano  seijuentes  commemorantar. 
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Digitus;  tube  d'un  diamèlre  ^al  h  l'épaissenr  d'un 
doigt;  en  usage  dans  l'hydrom^trie. 

Pet,  cubitus,  passai,  decempeda,  milliarium. 

Areœ  agrorum  :  Actus  =  carré  de  lao  pieds  de  c6lé. 

Jugeram  =  actiu  duplicatas  et  ab  eo  quod  eratjanc- 
tuni,  nomen  jagerius  usurpavit. 

CtP.  V.  Jure  pictorum  sive  opticorum. 

Cap.  VI.  Jare  arckileclorum  et  mechanicorum. 

Sevenis  et  Celer  étaient  les  mécaniciens  de  Néron. 
(Tacite,  Ahn.  lib.  XV,  cap.  42.} 


SUR  iKs  wnm  définitions  vitm  lkibniz. 


Vers  1686,  Leibniz  écrivit  en  français  (*)  un  dise 
de  métaphysique  qu'il  envoya  à  l'illustre  Arnauld  pour 
en  avoir  son  avis;  il  nie.  l'action  du  corps  sur  l'àine  et 
des  substances  les  unes  sur  les  autres  ;  ce  sont  des  appa- 
rences, dont  la  réalité  consiste  dans  l'intervention  directe 
de  Dieu;  en  d'autres  termes,  c'est  son  système  de  Ykar- 
monte  préétablie,  développé  depuis  dans  la  Théodicée. 
Chaque  substance  exprime  tout  l'univers;  c'est  ce  que 
Kantanommé  t/fUf/m^untt'cA  selbst  (ens  per  se),  KXAonX 
nous  n'avons,  aucune  connaissauce  ;  en  résumé,  ce  dis- 
cours est  un  développement  scientifique  de  cette  asser- 
tion desaintJean,  viwimusin  Deoj  cette  vérité  à  laquelle 
nous  devons  la  notion  de  certitude  logique,  de  devoir 
moral,  renferme  en  raccourci  les  bases  des  systèmes  de 
Spinosa  et  de  Malebranche,  de  Hegel.  Leibniz  croit  aussi 
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avoir  expliqtu!  la  question  épineuse  de  raccorder  la  pré- 
vision divine  avec  la  liberlé  humaine,  et  il  n'a  fait  qu'ob- 
scurcir la  matière;  le  tout  pour  n'avoir  pas,  comme 
Kant,  rangé  le  temps  parmi  les  formes  des  apercepUons 
humaines,  nollement  applicable  à  Dieu;  mais  Leibniz 
nie  la  réalité  de  l'espace  ;  eu  quoi  il  a  un  grand  avantage 
sur  SpÏDOsa,  qui  fait  de  l'espace  un  attribut  divin.  Au 
reste,  ces  sujets  sont  étrangers  à  notre  Bulletin,  mais 
nous  jugeons  utile  de  rapporter  le  paragraphe  XXIV  de 
ce  discours,  qui  a  de  l'intérêt  pour  les  géomètres. 

B  24.  Pour  mieux  entendre  la  nature  des  idées,  il  faut 
toucher  quelque  chose  de  la  variété  des  c^onnoissances. 
Quand  je  puis  recohiioitre  une  chose  parmi  les  autres, 
sans  pouvoir  dire  en  quoy  consistent  ces  difTéreoces  ou 
propriétés,  la  connoissance  est  confuse.  C'est  ainsi  que 
nous  connoissons  quelquefois  clairemeol,  sans  estre  en 
douteen aucune  façon,  si  unpocme  ouhien  un  tableau  est 
bien  ou  mal  fait,  parce  qu'il  y  a  un  je  ne  sçais  quoy  qui 
noui  satisfaitouqui  nous  choque(*)  j  maislorsque  je  puis 
expliquer  les  marques  que  j'ay,  la  conuoissaiice  s'appèle 
distincte.  Et  telle  est  la  connoissancc  d'un  essayeur,  qui 
discerne  le  vray  or  du  fau^c  par  le  moyeu  de  certaines 
épreuves  ou  marques  qui  sont  la  dcfiuiliou  de  l'or.  Mais 
la  connoissancc  distincte  a  des  degrés,  car  ordinairement 
les  uotionsquicnlrenidansla  deGnition,  auraient  besoin 
elles-mêmes  de  définition  et  ne  sont  connues  que  confu- 
sément (**).  Maïs  loi'squetoutce  qui  entre  dans  une  dcfinî- 


(*)Cei  •oiisadejagemeat*,  duntoa  do  peu l  toujours  h  rendre  compte, 
eouslitucnt  le  bon  goût.  Les  tbcorjea  dei  OBCulalîoDi,  dea  jncommEDtu- 
reblei,  des  quantités  InfluiUiinialea  aoiit  doa  conDaisunce*  conrusM,  tuait 
«enainoa.  Telle  eal  aussi  l>  notion  b*ds  laquelle  aucuDc  autre  D'eilite,du 
mai.     Th. 

('")  La  driDnitlon  de  la  droite,  chcmiit  Itplui  canif,-  mais  cheaiin  a  lic- 
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tion  OU  connaissance  distincte  est  connu  distincte  ment, 
jusqu'aux  notions  primitives,  j'appelle  celte  connoissancc 
adéquate.  Et  quand  mon  esprit  comprend  k  la  fois  et 
distiaciement  tous  les  ingrediens  primitifs  d'une  notion, 
il  ep  a  une  connoissancc  intuitive  (*)  qui  cstltien  rare, 
la  plupart  des  connoissances  homaînes  n'estant  que  con- 
fuses ou  bien  suppositives.  Il  est  bon  aussi  de  discerner 
les  deSnitions  nominales  et  les  réelles.  J'appelle  défini- 
tion nominale^  lorsqu'on  peut  encore  douter  si  la  notion 
deflnîe  est  possible,  comme,  par  exemple,  si  je  dis  qu'une 
vis  sans  fin  est  une  ligne  solide  (**')  dont  les  parties  sont 
'  congrucntes  ou  peuvent  iuceder  l'une  sur  l'aulre^ .  celuy 
qui  ne  connoist  pas  d'ailleurs  ce  que  c'est  qu'une  vis 
sans  On,  pourra  douter  sï  une  telle  ligue  est  possible, 
quoique  en  elfeci  ce  soit  une  propriété  réciproque  (***) 
dé  la  vis  sans  fiu,  car  les  autres  lignes  dont  les  parties 
sont  congruentes  (qui  ne  sont  que  la  circonférence  du 
cercle  et  la  ligne  droite)  sont  planes,  c'est-à-dire  se  peu- 
vent décrire  in  piano.  Cela  fait  voir  que  toute  propriété 
réciproque  peut  servir  à  une  deGnition  nominale,  mais 
lorsque  la  propriété  donne  à  connoistre  la  possibilité  de 
la  cbose,  elle  fait  la  définition  réelle,  et  tandis  qu'on  n'a 
qu'une  définition  nominale,  on  ne  sauroit  s'assurer  des 
conséquences  qu'on  en  lire,  car  s!  elle  cachoit  quelque 
contradiction,  ou  impossibilité,  ou  en  pourroit  tirer  des 
conclusions  opposées.  C'est  pourquoy  les  vérités  ne  depen- 


(*]  Par  inlHitiVï,  on  enlend  ordinairamcnl  ce  qu'on  conçoit  de  Boile 
sans  réfleilan,  du  moins  »di  q'ie  Dona  ayana  la  conscience  de  celle  ré 
lleiion.  Il  audit  J«  rigarjtr  le  aujel,  întutri.     l'a. 

("")  Ugne  s'élendant  dans  r«8pace,  à  double  courbure, 
[***}  Ce  mot  réciprocité  a't  paa  ici  le  lens  habituel  :  il  signiDe  ici  deu 
cbmes  qui  s'obtiennent  par  la  mCme  Toie.  Deux  droilea  parallèles  son 
partout  éBalemenl  dlBlaotea;  deux  courbes  parallèles  sont  une  propriél 
réciproque,  dana  le  sens  de  Leibniz. 

*     BulUlin  maihâmiliiiuc,  t.  VI.  (Décembre  iS6o.)  <  3 
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Jeiit  p^.sdi-siiomset  ne  sont  poiotaihitraires  comme  quel- 
(|iies  nouveaux  philosophes  oni  cru  (*).  Au  reste,  il  y  a 
'  cncnrehien  dé  la  difTerencc  entre  les  espèces  de  deGni- 
lions  réelles,  car  quand  la  possibilité  ne  se  prouve  que 
par  ex[>erience  comme  dans  la  de&nition  du  vïf  argent 
dont  on  connoist  la  possibilité,  parce  qu'on  sçait  qu'uu 
tel  corps  se  trouve  efl'eeti veinent  qui  est  un  fluide  extrê- 
mement pesant,  et  neanlmoins  assé  volatile,  la  doBnî- 
tion  est  seulement  réelle  et  pas  davantage-,  mais  si  la 
preuve  de  la  possibilité  se  fait  a  priori,  la  deflnition  est 
encore  ret-lte  et  causale,  comme  lorsqu'elle  contient  la 
génération  possible  de  la  chose;  et  quand  elle  pousse 
l'analyse  a  bout  jusqu'aux  notions  primitives  sans  rien 
supposer,  qui  ait  besoin  de  preuves  a  priori  de  sa  possi- 
bilité, la  deSnition  est  parfaite  ou  essentielle.  »  (Extrait 
du  Briefxvechsel  swischen  Leibniz,  jimauld,  etc.;  édité 
par  C.-L.  Groienfeld.  Hanovre,  iS^^j  p.  178.) 

dURUS  (JACQUES)  LE  efiOiJUltE. 

Né  à  Cluny  (Saône -et-Loire)  :  on  ignore  l'année  de  sa 
naissance;  décédé  à  Paris,  hôtel  Royal,  place  du  Palais- 
Royal,  et  enterré  le  aa  août  1791  à  Saint-G«rmain- 
l'Auxerrois.  (Renseignement  recueilli  par  M.  Bienaymé, 
membre  de  l'Institut.) 

Tous  les  biographes  et  bibliographes,  sans  exception, 
ronfondent  le  géomètre,  membre  de  l'Académie,  avec  son 
homonyme  le  physicien,  aérouaute,  mort  eu  i8a3. 

Une  biographie  de  l'académicien  est  un  desideratum  à 
remplir  par  le  Secrétaire  |>erpétuel  de  l'institut. 

(■)  Entre  JiiUi.'iPaH-al.     Ta. 
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